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Re´sume´
En raison de la gravite´ des accidents lie´s au phe´nome`ne de fatigue-propagation de
fissure, les pre´occupations de l’industrie ae´ronautique a` assurer l’inte´grite´ des structures
soumises a` ce mode de sollicitation reveˆtent un caracte`re tout a` fait essentiel. Les tra-
vaux de the`se pre´sente´s dans ce me´moire visent a` appre´hender le proble`me de suˆrete´ des
structures ae´ronautiques dimensionne´es en tole´rance aux dommages sous l’angle probabi-
liste. La formulation et l’application d’une approche fiabiliste menant a` des processus de
conception et de maintenance fiables des structures ae´ronautiques en contexte industriel
ne´cessitent cependant de lever un nombre important de verrous scientifiques. Les efforts
ont e´te´ concentre´s au niveau de trois domaines dans ce travail. Une me´thodologie a tout
d’abord e´te´ de´veloppe´e afin de capturer et de retranscrire fide`lement l’ale´a du chargement
de fatigue a` partir de se´quences de chargement observe´es sur des structures en service et
monitore´es, ce qui constitue une re´elle avance´e scientifique. Un deuxie`me axe de recherche
a porte´ sur la se´lection d’un mode`le me´canique apte a` pre´dire l’e´volution de fissure sous
chargement d’amplitude variable a` couˆt de calcul mode´re´. Les travaux se sont ainsi ap-
puye´s sur le mode`le PREFFAS pour lequel des e´volutions ont e´galement e´te´ propose´es afin
de lever l’hypothe`se restrictive de pe´riodicite´ de chargement. Enfin, les analyses probabi-
listes, produits du couplage entre le mode`le me´canique et les mode´lisations stochastiques
pre´alablement e´tablies, ont entre autre permis de conclure que le chargement est un para-
me`tre qui influe notablement sur la dispersion du phe´nome`ne de propagation de fissure. Le
dernier objectif de ces travaux a ainsi porte´ sur la formulation et la re´solution du proble`me
de fiabilite´ en tole´rance aux dommages a` partir des mode`les stochastiques retenus pour le
chargement, constituant un re´el enjeu scientifique. Une me´thode de re´solution spe´cifique
du proble`me de fiabilite´ a e´te´ mise en place afin de re´pondre aux objectifs fixe´s et applique´e
a` des structures juge´es repre´sentatives de proble`mes re´els.
Abstract
Ensuring the integrity of structural components subjected to fatigue loads remains
an increasing concern in the aerospace industry due to the detrimental accidents that
might result from fatigue and fracture processes. The research works presented here aim
at addressing the question of aircraft safety in the framework of probabilistic fracture me-
chanics. It should be noticed that a large number of scientific challenges requires to be
solved before performing comprehensive probabilistic analyses and assessing the mecha-
nical reliability of components or structures in an industrial context. The contributions
made during the PhD are reported here. Efforts are provided on each step of the glo-
bal probabilistic methodology. The modeling of random fatigue load sequences based on
real measured loads, which represents a key and original step in stochastic damage tole-
rance, is first addressed. The second task consists in choosing a model able to predict the
crack growth under variable amplitude loads, i.e. which accounts for load interactions and
retardation/acceleration effects, at a moderate computational cost. The PREFFAS crack
closure model is selected for this purpose. Modifications are brought in order to circumvent
the restrictive assumption of stationary load sequences. Finally, probabilistic analyses re-
sulting from the coupling between the PREFFAS model and the stochastic modeling are
carried out. The following conclusion can especially be drawn. Scatter in fatigue loads
considerably affects the dispersion of the crack growth phenomenon. Then, it must be ta-
ken into account in reliability analyses. The last part of this work focuses on phrasing and
solving the reliability problem in damage tolerance according to the selected stochastic
loading models, which is a scientific challenge. A dedicated method is established to meet
the required objectives and applied to structures representative of real problems.
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Introduction
Contexte
L’existence de de´fauts dans une structure me´tallique a une double origine. Des de´-
fauts peuvent tout d’abord eˆtre initialement pre´sents avant exploitation de la structure.
C’est le cas des imperfections lie´es aux processus de fabrication (criques, rayures, entailles)
et aux discontinuite´s me´tallurgiques (inclusions, imperfections internes, etc). Ils peuvent
aussi eˆtre le re´sultat de sollicitations en fatigue (intrusion-extrusion dans les grains) au
niveau des discontinuite´s ge´ome´triques, comme par exemple les ale´sages ou les conge´s de
raccordement, ou` les contraintes peuvent eˆtre localement e´leve´es et proches de la limite
d’e´lasticite´ des mate´riaux. Sous l’application d’un chargement re´pe´te´, les de´fauts peuvent
e´voluer en fissures qui, sans surveillance, de´tection ou re´paration, peuvent provoquer une
rupture brutale de la structure et donc conduire a` un accident. En raison de la gravite´ des
accidents lie´s au phe´nome`ne de fatigue, ou plus ge´ne´ralement des processus de de´grada-
tion des mate´riaux, les pre´occupations de l’industrie ae´ronautique a` assurer l’inte´grite´ des
structures soumises a` ce mode de sollicitation reveˆtent un caracte`re tout a` fait essentiel et
ce plus spe´cifiquement depuis les anne´es 50.
Le concept“dure´e de vie suˆre”(safe life en anglais) est le premier concept permettant de
pre´venir le risque de rupture des structures par fatigue a` avoir e´te´ introduit a` cet effet dans
les re´glementations dans les anne´es 50. Dans cette approche, la pie`ce ou la structure est
dimensionne´e de telle sorte qu’aucune fissure ne s’amorce pendant la phase d’exploitation
de l’avion. La dure´e de vie a` rupture, c’est-a`-dire la dure´e de vie totale, est de´termine´e
a` partir d’essais en laboratoire sous chargements d’amplitude constante (permettant de
de´terminer les courbes de Wo¨hler) et un coefficient dit de “se´curite´” (souvent supe´rieur a`
5) permet de de´finir la dure´e de vie en service. Cette approche n’est aujourd’hui utilise´e
que pour dimensionner les pie`ces ne pouvant pas eˆtre inspecte´es, comme les pie`ces moteurs
par exemple.
Le concept tole´rance aux dommages (damage tolerance en anglais) est apparu dans
les anne´es 70 avec l’ame´lioration des me´thodes de calcul en me´canique de la rupture et
l’e´volution des techniques de controˆle non-destructif. La philosophie de ce concept s’oppose
radicalement a` celui de “dure´e de vie suˆre”. Dans cette approche, il est en effet fait l’hypo-
the`se que des de´fauts ou fissures sont ine´vitablement pre´sents dans la structure avant sa
mise en exploitation et que ceux-ci n’ont pas e´te´ de´tecte´s lors de controˆles d’inspection pre´-
ce´dant la mise en service, duˆ a` la limite de re´solution du moyen de controˆle mis en œuvre.
Afin d’e´viter les accidents, il doit alors eˆtre ve´rifie´, graˆce a` un programme d’inspection
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spe´cifique, que tout dommage sera de´tecte´ avant qu’il ne devienne critique pour l’inte´grite´
de la structure. Il s’agit ainsi de garantir que les fissures non-de´tecte´es n’atteindront pas
leur longueur critique entre deux inspections, c’est-a`-dire les longueurs de fissures pour
lesquelles l’inte´grite´ de la structure n’est plus assure´e sous l’effet des charges maximales
pouvant eˆtre rencontre´es en service, appele´es charges limites en ae´ronautique. Dans ce
programme, les dommages de´tecte´s au cours d’une inspection sont imme´diatement re´pa-
re´s. Cette me´thodologie s’applique aujourd’hui a` la conception de la plupart des e´le´ments
structuraux des nouveaux ae´ronefs et a` la maintenance des flottes en service.
Malgre´ le caracte`re dispersif des phe´nome`nes de fatigue et de propagation de fissures,
cette proce´dure conventionnelle de dimensionnement dans le domaine ae´ronautique reste
a` l’heure actuelle principalement de´terministe. La variabilite´ des sollicitations exte´rieures,
l’ale´a inhe´rent a` la phase d’amorc¸age, aux vitesses de propagation, aux proprie´te´s ma-
te´riau ainsi que le caracte`re ale´atoire des dommages (re´partition spatiale, orientation et
taille) sont en pratique couverts par un ensemble de crite`res essentiellement de´terministes.
Ceux-ci comprennent le choix de valeurs conservatives, la de´finition de configurations de
sollicitation de´favorables et l’emploi de coefficients dits de “se´curite´”, de´termine´s de ma-
nie`re empirique et/ou sur la base de jugements d’experts. Par cette pratique, il est suppose´
que la dure´e de vie d’une structure en service ne peut eˆtre infe´rieure a` une dure´e de vie
vise´e qu’avec une probabilite´ juge´e suffisamment faible, meˆme si cette probabilite´ n’est ja-
mais e´value´e en pratique. Ce type de de´marche purement de´terministe s’ave`re par nature
insuffisant pour quantifier l’impact de l’ale´a des divers parame`tres du proble`me sur le ni-
veau de suˆrete´ vise´ ou encore pour de´finir des plans de maintenance optimaux vis-a`-vis des
couˆts et du niveau de suˆrete´ minimal requis en service. La formulation et la re´solution du
proble`me de fiabilite´ au cours des processus de conception (justification de la tenue de la
structure ae´ronautique) et de maintenance (suivi de la tenue en service) constituent ainsi
des enjeux majeurs et le recours aux me´thodes probabilistes devient ainsi incontournable.
De par leur nature, ces outils fournissent en effet des bases the´oriques indispensables aux
industriels et aux concepteurs pour la compre´hension et le traitement des risques induits
par l’exploitation des structures ae´ronautiques sollicite´es en fatigue.
Objectifs
Les premie`res discussions sur la ne´cessite´ d’aborder la tole´rance aux dommages dans les
domaines ae´ronautique et spatial sous l’angle probabiliste ont principalement e´te´ initie´es
ces dix dernie`res anne´es [Ton01, MR06, Whi06, Pro08, RMM08]. Les travaux de recherche
mene´s dans cette the`se s’inscrivent dans ce contexte et repre´sentent une contribution sur
cette the´matique. D’une manie`re ge´ne´rale, ils visent a` proposer une approche comple´men-
taire aux techniques traditionnelles de pre´diction de dure´e de vie en fatigue-propagation
en se basant sur l’utilisation de me´thodes probabilistes applique´es a` la tole´rance aux dom-
mages. Un des objectifs majeurs est de mettre en exergue les avantages potentiels qui
peuvent eˆtre tire´s de l’application de telles me´thodes a` la proble´matique de tole´rance aux
dommages des structures ae´ronautiques.
En raison d’un inte´reˆt tardif pour ces me´thodes, les verrous scientifiques a` lever sont
encore nombreux pour parvenir a` une mise en œuvre comple`te d’une approche fiabiliste de
la tole´rance aux dommages et ainsi atteindre l’objectif d’une maintenance optimise´e sous
contrainte de fiabilite´ en contexte industriel. Dans ce me´moire, les efforts ont e´te´ dirige´s
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vers les trois niveaux suivants :
• la mode´lisation stochastique du chargement de fatigue a` partir d’enregistrements en
vol sur ae´ronefs militaires,
• le choix et l’ame´lioration d’un mode`le de propagation de fissure pertinent pour pre´-
dire les effets des chargements d’amplitude variable auxquels les structures sont
soumises,
• la formulation du proble`me de fiabilite´ et la mise en place d’une strate´gie de re´so-
lution adapte´e aux mode`les stochastiques propose´s pour le chargement en fatigue,
permettant d’e´valuer des probabilite´s de de´faillance faibles a` couˆt de calcul mode´re´.
Il est important de noter que la mode´lisation stochastique des de´fauts initiaux (re´par-
tition spatiale, orientation, taille) ainsi que celle des phases d’amorc¸age et de propagation
de fissures dites courtes ne sont pas aborde´es dans ce me´moire, bien que des re´flexions
aient e´te´ initie´es. L’inte´gration de l’ale´a sur les donne´es mate´riau (vitesses de propaga-
tion de fissure) dans les analyses probabilistes re´alise´es dans ce me´moire s’appuie sur des
travaux existants. Dans ces travaux, l’ale´a sur les parame`tres de la loi de propagation
est caracte´rise´ a` partir d’essais sous chargement d’amplitude constante re´alise´s dans des
conditions expe´rimentales suppose´es identiques. Il est important de souligner qu’il n’y a
pas eu de tentative de mode´liser l’ale´a propre aux parame`tres de la loi de propagation a`
partir d’essais sous chargements d’amplitude variable, dans le cadre des travaux de the`se
mene´s.
Le cœur du travail de the`se concerne la mode´lisation de l’ale´a des charges de fatigue
observe´es en service, point tre`s rarement aborde´ dans la litte´rature. Afin de proposer un
mode`le stochastique pertinent, un effort particulier est fourni pour prendre en compte
l’ale´a sur les niveaux de charges mais e´galement celui pre´sent sur le se´quencement de ces
niveaux, ce se´quencement pouvant conduire a` des effets dits d’interaction entre cycles en
fatigue-propagation qui impactent directement les vitesses d’avance´e de fissure. Les mo-
de`les propose´s s’appuient sur les chaˆınes de Markov et les chaˆınes de Markov cache´es et sont
alimente´s par des donne´es issues d’enregistrements en vol fournies par DGA/Techniques
Ae´ronautiques (ministe`re de la de´fense), ce qui confe`re a` ces mode`les un caracte`re re´aliste.
L’e´valuation de l’avance´e de fissure sous chargements d’amplitude variable ne´cessite
l’emploi d’outils spe´cifiques de pre´vision de la fissuration par fatigue. Le second niveau
d’effort a porte´ sur le choix d’un mode`le apte a` pre´dire l’e´volution de fissures sous charge-
ment d’amplitude variable avec une pre´cision juge´e acceptable mais e´galement compatible
avec des simulations probabilistes en termes de couˆt de calcul. Le mode`le PREFFAS (PRE-
vision de la Fissuration en Fatigue Ae´roSpatiale) est choisi a` cet effet. Il s’agit d’un mode`le
assez simple de mise en œuvre qui a donne´ satisfaction pour des applications industrielles
et qui a e´te´ valide´ par des essais sous chargements d’amplitude variable. Ce mode`le a` faible
nombre de parame`tres a` calibrer est actuellement utilise´ par EADS, Dassault Aviation et
DGA/TA. Une variante de ce mode`le est e´galement utilise´e par SNECMA. Cependant, ce
mode`le ne permet de traiter que des se´quences de chargement stationnaires, c’est-a`-dire
re´pe´titives. Des de´veloppements comple´mentaires visant a` lever l’hypothe`se restrictive de
pe´riodicite´ du chargement et a` introduire l’e´vanescence des effets de la plasticite´ en pointe
de fissure ont ainsi e´te´ sugge´re´s afin d’eˆtre cohe´rent avec une de´marche probabiliste faisant
intervenir des spectres de chargement ale´atoires sur l’ensemble de leur longueur. L’enjeu
7
Introduction
est de pouvoir traiter les spectres non-stationnaires avec le nouveau mode`le sans trop aug-
menter le nombre de parame`tres a` calibrer et sans trop e´lever le degre´ de complexite´ de
la me´thode initiale. Il s’agit a` la fois de re´pondre aux besoins de l’industriel qui de´sire un
mode`le me´canique robuste, pre´cis, performant et facilement utilisable et d’avoir un mode`le
e´galement compatible avec des analyses probabilistes et fiabilistes.
Enfin, la dernie`re proble´matique aborde´e dans ce travail de the`se porte sur la for-
mulation et la re´solution du proble`me de fiabilite´ base´ sur les mode`les stochastiques du
chargement pre´alablement e´tablis. Le choix des chaˆınes de Markov et chaˆınes de Markov
cache´es pour la mode´lisation de l’ale´a du chargement de fatigue impose le choix et la mise
en œuvre d’une me´thode de calcul de fiabilite´ spe´cifique qui sort du cadre classique des
me´thodes de fiabilite´ traditionnellement utilise´es en me´canique. Il s’agit d’un re´el enjeu
scientifique. La me´thode de l’entropie croise´e est se´lectionne´e pour re´soudre le proble`me
de fiabilite´ tel que pose´.
Cadre des travaux
Ce travail de the`se finance´ par la DGA constitue une premie`re approche fiabiliste
de la tole´rance aux dommages pour DGA/TA. Il a permis de cre´er des synergies entre
divers acteurs des secteurs acade´mique et industriel en rassemblant sur cette the´matique
DGA/TA, EADS-IW et le Laboratoire de Me´canique et Inge´nieries de l’Institut Franc¸ais de
Me´canique Avance´e (IFMA) et de l’Universite´ Blaise Pascal (UBP) de Clermont-Ferrand.
DGA/TA a notamment fourni les enregistrements en vol sur une flotte d’avions de combat,
bases de la mode´lisation stochastique du chargement de fatigue. Les pistes d’e´volution du
mode`le PREFFAS ont conjointement e´te´ propose´es avec EADS-IW.
Organisation du me´moire
Les de´veloppements re´alise´s dans ce travail de the`se s’organisent en cinq chapitres. Le
premier chapitre propose un e´tat de l’art succinct des mode`les de pre´vision de la fissuration
sous chargement d’amplitude variable ainsi que les raisons qui ont conduit a` retenir le
mode`le PREFFAS sur lequel s’appuient la validation des mode`les stochastiques propose´s
pour le chargement de fatigue (chapitre 3) et les analyses probabiliste (chapitre 4) et
fiabiliste (chapitre 5) re´alise´es dans ce me´moire. Les e´volutions propose´es pour outrepasser
les limitations de ce mode`le (stationnarite´ du chargement et cas a` surcharges multiples)
sont e´galement explicite´es. Ces de´veloppements devront eˆtre valide´s par des essais avant
leur inte´gration dans les processus de conception et de maintenance fiabilistes.
Une me´thodologie est ensuite propose´e pour prendre en compte l’ale´a pre´sent naturel-
lement dans les sollicitations de fatigue applique´es aux structures ae´ronautiques en service.
Le chapitre 2 introduit les processus stochastiques qui ont e´te´ juge´s les plus pertinents pour
mode´liser des se´quences de chargement de fatigue et il pre´sente e´galement les donne´es a`
disposition. Les mode`les stochastiques de chargement propose´s, base´s sur des enregistre-
ments en vol d’ae´ronefs militaires, sont ensuite de´taille´s au chapitre 3.
Le quatrie`me chapitre est quant a` lui consacre´ a` des analyses probabilistes de la tole´-
rance aux dommages. Le travail consiste a` identifier les parame`tres de chargement impac-
tant fortement l’avance´e de fissure et analyser le poids de l’ale´a de chargement par rapport
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a` celui propre au mate´riau (ale´a sur la loi de propagation), sur un exemple industriel.
A partir des analyses parame´triques du chapitre 4, il est de´duit que le chargement influe
fortement sur la dispersion des re´sultats de propagation de fissure. Il paraˆıt alors primordial
d’en tenir compte dans la formulation du proble`me de fiabilite´. Le chapitre 5 propose
ainsi une de´marche pour estimer les probabilite´s de de´faillance de structures sollicite´es en
fatigue-propagation et soumises a` des se´quences de chargement ale´atoires mode´lise´es par
chaˆınes de Markov. Cette de´marche est mise en œuvre sur plusieurs exemples acade´miques.
Il est recommande´ de lire chronologiquement l’ensemble des chapitres, ceux-ci s’enchaˆı-
nant logiquement et formant un ensemble cohe´rent. Les chapitres 2 et 3 peuvent ne´anmoins
eˆtre lus de manie`re assez inde´pendante.
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Chapitre 1
Mode`le de fissuration sous
chargement d’amplitude variable
Dans le cadre probabilise´ de la tole´rance aux dommages, l’e´tude
d’une pie`ce fissure´e soumise a` des chargements ale´atoires d’am-
plitude variable ne´cessite l’emploi d’outils aptes a` pre´dire l’e´vo-
lution de fissures sous chargement d’amplitude variable, d’une
part, et compatibles avec des simulations probabilistes en termes
de couˆt de calcul, d’autre part. Le mode`le de Pre´vision de la
Fissuration en Fatigue Ae´roSpatiale PREFFAS est apparu per-
tinent pour une telle utilisation compte tenu de sa simplicite´
de mise en œuvre et de son faible couˆt de calcul. Toutefois,
ce mode`le ne permet pas de traiter les se´quences de charge-
ment non-re´pe´titives dans sa version actuelle, caracte´ristiques
de spectres d’amplitude et de longueur ale´atoires. Des e´volu-
tions sont envisage´es afin de reme´dier a` cette limitation. Ce
chapitre introduit les mode`les de propagation de fissures de la
litte´rature les plus utilise´s ainsi que les raisons qui ont amene´ a`
retenir le mode`le PREFFAS. Les e´volutions apporte´es a` ce mo-
de`le pour traiter des spectres non-stationnaires sont de´veloppe´es
en dernie`re partie de chapitre.
11
Sommaire
1.1 Pre´vision de la fissuration sous chargement d’amplitude variable . 13
1.1.1 Phe´nome`ne de fermeture de fissure - Concept d’Elber . . . . . . . . . 13
1.1.2 Aspects phe´nome´nologiques des effets d’interaction . . . . . . . . . . . 16
1.1.3 Etat de l’art succinct . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.1.4 Choix du mode`le de propagation de fissure . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.2 Mode`le PREFFAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
1.2.1 Principe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
1.2.2 Calcul de l’ouverture Kouv, i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.2.3 Historique de chargement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
1.2.4 Effet Rainflow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
1.2.5 Proce´dure de calcul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
1.2.6 Calibrage des parame`tres du mode`le . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
1.2.7 Synthe`se sur l’utilisation du mode`le PREFFAS . . . . . . . . . . . . . 40
1.2.8 Avantages et limites du mode`le PREFFAS . . . . . . . . . . . . . . . 41
1.3 Mode`le PREFFAS modifie´ - PREFFAS-m . . . . . . . . . . . . . . 43
1.3.1 Modifications apporte´es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
1.3.2 Limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
1.3.3 Comparaison entre PREFFAS-m et PREFFAS . . . . . . . . . . . . . 48
1.4 Analyse du mode`le PREFFAS-m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
1.4.1 Analyse des re´sultats obtenus par simulations . . . . . . . . . . . . . . 49
1.4.2 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
1.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
12
1.1. Pre´vision de la fissuration sous chargement d’amplitude variable
1.1 Pre´vision de la fissuration sous chargement d’amplitude
variable
La pre´diction de la dure´e de vie des structures fissure´es soumises a` des chargements
d’amplitude variable est complexe en raison des nombreux phe´nome`nes implique´s tels
que le retard et l’acce´le´ration de propagation de fissures, phe´nome`nes souvent difficiles a`
mode´liser. L’intensite´ de ces phe´nome`nes de retard et d’acce´le´ration de´pend entre autres de
divers parame`tres tels que le nombre de surcharges et de sous-charges, le taux de surcharge,
le taux de sous-charge, etc. Les aspects phe´nome´nologiques de ces effets d’interaction lie´s
au chargement sont brie`vement introduits avant de re´aliser un e´tat de l’art des me´thodes
de propagation de fissures sous chargement d’amplitude variable et de pre´senter les raisons
qui ont amene´ a` retenir le mode`le PREFFAS.
1.1.1 Phe´nome`ne de fermeture de fissure - Concept d’Elber
W. Elber [Elb71] est le premier a` avoir montre´ qu’une fissure soumise a` un chargement
d’amplitude constante de rapport positif n’est pas toujours entie`rement ouverte durant le
cycle. Il fait l’hypothe`se que les de´formations plastiques cre´e´es en pointe de fissure (par
l’application d’une charge σmax) et introduites dans le sillage de la fissure sont respon-
sables de contraintes re´siduelles de compression. Ces contraintes re´siduelles font, qu’au
chargement, la singularite´ en pointe de fissure ne peut pas eˆtre obtenue a` σmin (charge-
ment minimal) mais a` une charge supe´rieure σouv, appele´e point d’ouverture
1 a` partir de
laquelle l’avance´e est possible, voir figure 1.1. Il s’agit de la fermeture induite par plasticite´.
Il re´sulte que seule la partie supe´rieure du cycle contribue donc a` l’avance´e de fissure
et que la vitesse de propagation d’une fissure n’est pas proportionnelle a` l’amplitude de
variation du facteur d’intensite´ des contraintes ∆K mais a` l’amplitude de variation du
facteur d’intensite´ des contraintes effectif ∆Keff vu par la fissure.
1L’expression “point d’ouverture” est indiffe´remment utilise´e par la suite pour de´signer a` la fois la
contrainte d’ouverture σouv et le facteur d’intensite´ de contrainte d’ouverture associe´ Kouv.
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Figure 1.1 – Principe d’ouverture selon Elber.
La loi de Paris [PGD61] formule´e a` l’e´quation (1.1) est ainsi modifie´e en la relation
(1.2).
da
dN
= CR (∆K)
m = CR (Kmax −Kmin)m (1.1)
da
dN
= Ceff (∆Keff)
m (1.2)
ou` a et N sont respectivement la longueur de fissure et le nombre de cycles et, ou` ∆Keff
est de´fini par :
∆Keff = Kmax −Kouv = ∆σeffF (a)
√
πa (1.3)
avec :
∆σeff = σmax − σouv (1.4)
La constante de propagation Ceff est de´finie par la relation (1.5).
Ceff =
CR
[U(R)]m
(1.5)
ou` R est le rapport de sollicitation de´fini par R = σmin/σmax.
La quantite´ U(R) correspond au taux d’ouverture de la fissure. Elle est de´finie comme
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le rapport entre ∆Keff et ∆K :
U(R) =
∆Keff
∆K
=
∆σeff
∆σ
(1.6)
Elber montre empiriquement que, dans le domaine de Paris et pour la plupart des
alliages d’aluminium utilise´s en ae´ronautique, U(R) suit une relation line´aire en fonction
du rapport R telle que de´finie a` l’e´quation (1.7) :
U(R) = aR+ b et a+ b ≃ 1 (1.7)
L’ouverture e´crite en termes de facteur d’intensite´ de contrainte est alors donne´e par :
Kouv = Kmax − U(R) (Kmax −Kmin) (1.8)
Caracte´ristiques de U(R)
• Il est important de souligner que l’influence du rapportR sur les cine´tiques de fissura-
tion est souvent convenablement mode´lise´e par U(R), fonction line´aire et croissante
de R. Il est inte´ressant de noter que les courbes da/dN en fonction de ∆Keff, c’est-
a`-dire corrige´es de la fermeture, se superposent alors pour diffe´rents rapports R,
comme illustre´ sur la figure 1.2.
• L’effet de l’e´paisseur de l’e´prouvette sur la taille de la zone plastique et donc implici-
tement sur les niveaux d’ouverture (en fonction d’un e´tat pre´dominant en contraintes
planes (CP) ou en de´formations planes (DP)) est inte´gre´ dans la relation U(R) par
le biais des coefficients a et b. Les valeurs de ces coefficients varient avec le mate´riau
conside´re´ et l’e´paisseur de la structure fissure´e.
0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3
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−4
−3.5
−3
log(∆K)
lo
g(d
a/d
N)
 
 
CT16B10−R0.5−P170daN
CT16B10−R0.2−P170daN
CT16B10−R0.01−P170daN
(a) Loi de Paris
0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3
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−3.5
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log(∆ K
eff)
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g(d
a/d
N)
 
 
CT16B10−R0.5−P170daN
CT16B10−R0.2−P170daN
CT16B10−R0.01−P170daN
(b) Loi de Paris avec U(R) = 0.65+ 0.35R
Figure 1.2 – Essais de propagation de fissure, e´prouvette CT, mate´riau aluminium 2024-
T351, source DGA/Techniques Ae´ronautiques.
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1.1.2 Aspects phe´nome´nologiques des effets d’interaction
La fonction d’ouverture U(R) introduite par Elber permet d’exprimer le niveau d’ou-
verture σouv, dit naturel, en fonction des charges σmin et σmax du chargement d’amplitude
constante et de de´terminer ainsi la partie du cycle qui contribue re´ellement a` l’avance´e de
fissure.
Dans le cas d’un chargement d’amplitude variable, il vient alors e´videmment l’ide´e de
calculer l’ouverture naturelle cycle-a`-cycle de manie`re a` ne prendre en compte que les par-
ties efficaces des cycles dans le calcul de l’avance´e de fissure. Si cette me´thode peut s’ave´rer
pertinente pour certains types de chargement, des diffe´rences significatives ont e´te´ releve´es
entre les dure´es de vie pre´dites par cette me´thode et celles observe´es expe´rimentalement
pour de nombreux chargements d’amplitude variable. Les effets d’interaction entre les
cycles de diffe´rents niveaux de chargement, c’est-a`-dire les effets d’histoire du chargement,
en sont a` l’origine.
Les principaux effets d’interaction observe´s sous chargement d’amplitude variable ainsi
que leur impact sur la propagation de fissure pre´sente´s dans la the`se d’A.Davy [Dav85]
sont brie`vement reporte´s ici.
1.1.2.1 Surcharge
La surcharge peut eˆtre caracte´rise´e comme une e´le´vation brutale (sur un ou plusieurs
cycles) du niveau de chargement associe´ a` un retour aux niveaux d’avant surcharge(s).
Le(s) cycle(s) avec surcharge se distingue(nt) des autres cycles par une plastification plus
importante en pointe de fissure, note´e zOL, due a` la contrainte applique´e σOL (OL pour
overload). Les contraintes re´siduelles de compression dans cette zone plastique sont plus
e´leve´es et ge´ne`rent un niveau d’ouverture σouv plus important qu’a` la normale : c’est le
phe´nome`ne de retard.
Le point d’ouverture e´tant plus e´leve´, la partie efficace des cycles succe´dant a` la sur-
charge s’en trouve re´duite, ce qui implique un nombre de cycles ne´cessaire pour faire
avancer la fissure d’un incre´ment donne´ plus grand que celui obtenu avec un cas sans
surcharge.
L’effet de la surcharge est sensible a` son intensite´, caracte´rise´e par le rapport τ =
σOL/σ, et a` l’e´paisseur de la pie`ce (e´tat de contraintes planes ou de´formations planes), σ
repre´sentant le niveau de contrainte maximal du chargement d’amplitude constante avant
et apre`s surcharge.
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1.1.2.2 Sous-charge
Par effet de sous-charge, il convient de conside´rer la modification d’avance´e re´sultant
d’un abaissement momentane´ du niveau de chargement. Cet abaissement peut corres-
pondre a` un passage en compression (R < 0). D’une manie`re simplifie´e, une sous-charge
quelconque introduite dans un chargement d’amplitude constante ne modifie pas la ci-
ne´tique de la fissuration et se comporte comme un cycle rajoute´ a` amplitude constante
correspondant [Dav85].
1.1.2.3 Interactions combine´es
Une sous-charge associe´e a` une surcharge unique a significativement un effet re´ducteur
du retard lorsqu’elle succe`de a` la surcharge. L’effet de sous-charge est alors fonction du
minimum atteint et peut correspondre soit a` un“non-effet de sous-charge”(effet ne´gligeable
de la sous-charge par rapport a` la surcharge), soit a` une annulation totale de l’effet de
surcharge. Une sous-charge place´e avant une surcharge n’a pas d’effet significatif sur les
avance´es de fissure par rapport au meˆme cas sans sous-charge.
Une zone plastique se forme lorsque la charge varie de σmin a` σOL et est proportionnelle
a` zOL ∝ 1/σ2y, ou` σy repre´sente la limite d’e´lasticite´ du mate´riau. Lors de la de´charge (σOL
→ σUL), voir figure 1.3, des contraintes re´siduelles de compression s’appliquent sur la
zone plastique. Si la contrainte σUL est infe´rieure au seuil de fermeture de la fissure voire
ne´gative, une relaxation des contraintes re´siduelles s’effectue en avant de la pointe de
fissure sur une zone proportionnelle a` zUL ∝ (1/2σy)2 et vient donc en partie annuler, sur
cette zone, l’effet de retard ge´ne´re´ par la surcharge pre´ce´dente. 2σy correspond a` la limite
d’e´lasticite´ pour une charge applique´e a` partir de σy et dans la direction inverse de la
traction (σy → −σy). Ce phe´nome`ne est connu sous le nom de reversed plasticity [Sch09].
L’effet de sous-charge ne se manifeste donc que par rapport a` une surcharge e´ventuelle.



	ABCDEF	A	AED	
		E	ABCDEFF


Figure 1.3 – Zone plastique cause´e par une surcharge et zone dite de “reversed plasticity”.
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Au travers de cette bre`ve pre´sentation des principaux facteurs conditionnant les vitesses
de fissuration on se rend bien compte que les effets d’interaction inhe´rents aux spectres de
chargement d’amplitude variable doivent eˆtre conside´re´s cycle-a`-cycle afin de pre´dire au
mieux les dure´es de vie.
1.1.3 Etat de l’art succinct
L’interpre´tation donne´e aux phe´nome`nes expose´s a` la section pre´ce´dente ainsi que le
degre´ de prise en compte des effets qui en de´coulent conduisent a` une large gamme de
mode`les de pre´vision de dure´e de vie des structures fissure´es sous chargement d’amplitude
variable, voir figure 1.4. Ces mode`les ont des niveaux de complexite´ tre`s diffe´rents et
ajuster les mode`les les plus e´volue´s aux donne´es se re´ve`le parfois difficile. Un bref e´tat de
l’art des me´thodes existantes est ici re´alise´. Le lecteur est invite´ a` consulter les re´fe´rences
[SR06] et [Sch09] pour une revue plus approfondie des me´thodes e´voque´es ci-apre`s.

	A	BCBDEFEA
BACFD
B	EDBAEB
EFAC
Figure 1.4 – Classification des diffe´rents mode`les de propagation de fissure sous chargement
d’amplitude variable.
Les me´thodes pour pre´dire la dure´e de vie sous chargement d’amplitude variable
peuvent tout d’abord eˆtre divise´es en deux grandes cate´gories : les mode`les d’analyse
globale et les mode`les cycle-a`-cycle.
Lors d’une analyse globale, le chargement d’amplitude variable est conside´re´ dans sa
globalite´. La moyenne quadratique de la variation du facteur d’intensite´ de contraintes
∆Krms est par exemple calcule´e a` partir du spectre de chargement d’amplitude variable
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et inte´gre´e dans la relation de Paris, [Bar76, Hud81, BSV88, KD88].
Les mode`les cycle-a`-cycle se distinguent des mode`les d’analyse globale par le choix de
lois d’e´volution cycle-a`-cycle.
Le mode`le le plus simple est celui a` cumul line´aire SEI (cumul line´aire Sans prise en
compte d’Effet d’Interaction) qui consiste a` associer a` chacun des cycles l’avance´e due
a` la partie du cycle supe´rieure a` son ouverture naturelle et a` cumuler line´airement les
avance´es de fissure. Ce mode`le n’est pas apte a` traduire les effets d’interaction [Dav85], ce
qui n’est pas re´aliste pour la plupart des chargements. Le mode`le a` Ouverture Constante
(OC) propose´ par Elber s’appuie sur un niveau d’ouverture global, caracte´ristique de la
se´quence. Cette mode´lisation qui s’applique dans le cas pre´cis de se´quences re´pe´titives
courtes reste valide lorsque la variation du point d’ouverture reste faible au cours de la
se´quence et que cette ouverture est impose´e par un niveau de surcharge dominant.
Nous nous inte´resserons dans la suite aux mode`les d’interaction qui tiennent compte
des variations des cine´tiques de fissuration sous chargement d’amplitude variable pour
pre´dire l’avance´e de fissure.
1.1.3.1 De´finition de la stationnarite´ des spectres de chargement
Lors d’analyses de´terministes de la tole´rance aux dommages, le spectre de chargement
applique´ a` la structure e´tudie´e est dit stationnaire lorsqu’il est de´fini par la re´pe´tition
d’une meˆme se´quence de chargement compose´e de Ns cycles. Sa pe´riode est e´gale a` la
longueur de la se´quence de chargement Ns, re´pe´te´e le long du spectre.
1.1.3.2 Mode`les lie´s a` la taille de zone plastique
Les mode`les dits de “zones plastiques”, Yield Zone models en anglais, les plus connus
sont propose´s par O.E. Wheeler [Whe72] et J. Willenborg [WEW71]. Pour ces deux mo-
de`les, le retard apre`s surcharge unique est conside´re´ comme imme´diat. Le retour a` la vitesse
nominale de propagation est lie´ a` la progression de la fissure a` travers la zone plastique
monotone de surcharge. Le retard est e´vanescent lorsque la zone plastique cre´e´e par le
cycle courant i tangente la zone plastique monotone cre´e´e par la surcharge, voir figure 1.5.
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Figure 1.5 – Repre´sentation des zones plastiques dans les mode`les de Wheeler et Willen-
borg.
Ces mode`les s’appuient de fait sur le calcul des tailles de zones plastiques.
Mode`le de Wheeler. Pour Wheeler, le retard est traduit par un coefficient γ tel que :
(
da
dN
)
retard
= γ
(
da
dN
)
nominal
(1.9)
avec γ =
(
rp, i
rr
)p ≤ 1.
Si la taille de la zone plastique rp, i cre´e´e par le cycle courant i est suffisamment grande
pour eˆtre e´gale a` rr alors γ = 1 et donc le retard engendre´ par la surcharge disparaˆıt.
L’exposant p est de´termine´ expe´rimentalement par rapport au retard induit par des essais
a` surcharge unique.
Mode`le de Willenborg. Willenborg traduit le retard par l’abaissement du rapport de
sollicitation R duˆ aux contraintes re´siduelles de compression qui sont engendre´es par la
zone plastique de la surcharge.
Il est important de souligner que ces deux mode`les ne sont pas aptes a` traiter le retard
diffe´re´ et les effets d’interaction.
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1.1.3.3 Mode`les lie´s a` la fermeture de fissure
Les mode`les dits de “fermeture de fissure”, Crack Closure models en anglais, s’appuient
sur le concept de fermeture de fissure d’Elber. Les plus connus sont les mode`les PREF-
FAS [Dav85, ADS88], ONERA [BR84] et CORPUS [dKvdL81], initialement de´veloppe´s
pour re´pondre aux besoins de l’industrie ae´ronautique. Cette ge´ne´ration de mode`les est
apparue dans les anne´es 80 afin de proposer des solutions plus re´alistes que les mode`les
non-interactifs, pour lesquels les pre´dictions de dure´es de vie e´taient trop conservatives,
mais aussi plus physiques que les mode`les de Wheeler et Willenborg des anne´es 70.
Le calcul de l’avance´e de fissure cycle-a`-cycle δai s’e´crit :
δai = C (∆Keff, i)
m (1.10)
Il repose sur l’e´valuation de la quantite´ ∆Keff, i :
∆Keff, i = Kmax, i −Kouv, i (1.11)
ou` Kouv, i est le point d’ouverture au cycle courant i a` de´terminer a` chaque cycle i.
Un point fondamental de ces mode`les re´side dans le calcul cycle-a`-cycle de l’ouverture
de fissure Kouv, i qui de´pend du chargement ante´rieur. Pour ce faire, les mode`les de “fer-
meture de fissure” de´terminent les valeurs significatives des niveaux Kouv du chargement
qui varient entre les deux situations extreˆmes suivantes : l’ouverture Kouv est faible dans
le cas d’une surcharge unique et l’ouverture Kouv est e´leve´e dans le cas d’un chargement
constant ou a` surcharges multiples.
Une comparaison des caracte´ristiques de ces mode`les est donne´e dans le tableau 1.1.
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Tableau 1.1 – Principales caracte´ristiques et comparaison des mode`les de “fermeture de
fissure”.
PREFFAS
[Dav85, ADS88]
ONERA[BR84] CORPUS[dKvdL81]
- Ouverture base´e sur
un e´tat a` surcharges
multiples
- Ouverture base´e sur
un e´tat constant, mixte
entre surcharge unique
et surcharges multiples
- Ouverture base´e sur
un e´tat a` surcharge
unique
- Loi d’ouverture
d’Elber
- Loi d’ouverture autre
que celle d’Elber
- Loi d’ouverture autre
que celle d’Elber
- Pas d’e´vanescence des
effets d’interaction
(principe de
stationnarite´)
- E´vanescence type
mode`le de Willenborg
- Stationnarite´ sur 70%
de la zone plastique
due a` la surcharge, puis
e´vanescence
- Transition de l’e´tat
DP a` CP non
mode´lise´e, mais prise
en compte dans les
parame`tres de la loi
d’Elber de´termine´s
expe´rimentalement
- Mode´lisation du
passage DP a` CP
explicite en fonction
des tailles de zones
plastiques
- Mode´lisation du
passage DP a` CP
explicite en fonction
des tailles de zones
plastiques
- Comptage Rainflow
inclus
- Comptage Rainflow
inclus
- Pas de comptage
Rainflow inclus
- Retard diffe´re´ non
pris en compte
- Retard diffe´re´ non
pris en compte
- Retard diffe´re´ non
pris en compte
- Nombre de
parame`tres = 3
- Nombre de
parame`tres = 9
- Nombre de
parame`tres > 10
- Simple et peu couˆteux
en temps de calcul
- Simple - Complexe
D’apre`s [Pad90] ces trois mode`les conduisent globalement a` de bons re´sultats pour
une grande varie´te´ de spectres en termes de pre´vision de fissuration par comparaison
aux re´sultats expe´rimentaux (0.5 < Nexp/Npre´vision < 2). Le mode`le CORPUS apparaˆıt
ne´anmoins plus pre´cis mais nettement plus complexe a` mettre en œuvre que les deux
autres. Le mode`le ONERA repose sur certaines hypothe`ses discutables (ouverture base´e
sur un e´tat de surcharge mixte) et semble eˆtre extreˆmement sensible a` plusieurs parame`tres
d’entre´e. Le lecteur est invite´ a` consulter les re´fe´rences [UA99, Sch09] pour une revue
de´taille´e et critique de ces mode`les.
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1.1.3.4 Mode`les Strip Yield
Pour les mode`les dits a` “bandes plastiques” [tHdK91, WB91, IA96], connus sous le
nom de Strip Yield models en anglais, ce sont les de´formations plastiques laisse´es dans le
sillage de la fissure, vestiges des effets d’interaction, qui sont responsables du phe´nome`ne
de fermeture de fissure. Contrairement aux mode`les de “fermeture de fissure”, l’ouverture
Kouv est de´termine´e nume´riquement a` l’aide d’une mode´lisation me´canique simple du
sillage plastique de la fissure et de la zone plastique en avant du front de fissure (e´le´ments
barres). Les e´le´ments barres de la zone plastique en avant du front de fissure peuvent
supporter a` la fois des charges de compression et de traction alors que les e´le´ments barres
dispose´s le long de la fissure et qui sont coupe´s en deux lors de l’avance´e de fissure ne
peuvent supporter que des charges de compression lorsqu’ils rentrent en contact, voir
figure 1.6.
Figure 1.6 – Distribution des contraintes, mode`le Strip Yield, version constraint factor α
constant (mode`le CCL) [NAS06].
L’ouverture est alors calcule´e a` partir des contraintes calcule´es dans les e´le´ments barres
du sillage plastique de la fissure et en pointe de fissure. Celles-ci sont de´termine´es de
manie`re ite´rative avec la me´thode de Gauss-Seidel a` partir des de´placements verticaux
des e´le´ments barres. La re´solution s’appuie sur le principe de superposition du mode`le de
bandes plastiques de Dugdale [Dug60]. Il est a` noter qu’en raison de temps de calcul trop
longs et d’une re´actualisation difficile du nombre d’e´le´ments, le calcul de Kouv ne se fait
pas cycle-a`-cycle mais apre`s une certaine avance´e de fissure de´finie arbitrairement.
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Remarques
• Pour prendre en compte l’influence de l’e´tat de contrainte tridimensionnel ainsi que
l’e´tat de contraintes planes (CP) ou de de´formations planes (DP), il est d’usage de
faire intervenir un coefficient α qui prend les valeurs limites de 1 en CP et de 3 en DP.
Ce coefficient α, appele´ constraint factor, permet de mode´liser l’e´tat de contrainte
en avant du front de fissure. Il est constant dans le mode`le propose´ par Newmann
(mode`le CCL), voir figure 1.6, alors qu’il est suppose´ avoir une de´croissance parabo-
lique le long de l’axe de la fissure pour le mode`le de de Koning (mode`le VCL), voir
figure 1.7.
Figure 1.7 – Distribution des contraintes, mode`le Strip Yield, version constraint factor α
variable (mode`le VCL) [NAS06].
• La transition des CP aux DP est prise en compte par l’interme´diaire de ce parame`tre
α qui est modifie´ en fonction des vitesses de propagation.
• Le mode`le Strip Yield s’ave`re eˆtre extreˆmement sensible au parame`tre α en pratique.
• Ce mode`le permet de mode´liser en the´orie le retard diffe´re´.
1.1.3.5 Mode`le incre´mental de S. Pommier
Un des mode`les de pre´vision de la fissuration par fatigue sous chargement d’amplitude
variable les plus re´cents est le mode`le incre´mental de S. Pommier initialement propose´ par
S. Pommier et M. Risbet [PR05]. Ce mode`le a ensuite e´te´ de´veloppe´ par R. Hamam et S.
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Pommier [Ham06, PH07].
Des calculs nume´riques par e´le´ments finis sont utilise´s dans cette approche. Les e´volu-
tions des contraintes et des de´formations en pointe de fissure sont tout d’abord calcule´es
en fonction du comportement du mate´riau (loi de comportement a` renseigner) et du char-
gement applique´. Le passage de l’e´chelle locale de l’analyse du mate´riau a` la structure
globale fissure´e est ensuite re´alise´ en appliquant une approximation sur le champ de de´-
placement. Par ce biais, il est possible de calculer l’e´volution de l’e´moussement plastique,
ou CTOD (crack tip opening displacement) a` chaque calcul par e´le´ments finis. La loi de
fissuration pour un chargement quelconque est ensuite obtenue a` l’aide de deux lois :
• une loi de fissuration qui relie la vitesse instantane´e de fissuration par fatigue en
fonction de la vitesse instantane´e d’e´moussement plastique de la fissure,
• une loi d’e´moussement plastique permettant de de´terminer la vitesse d’e´moussement
plastique en fonction du chargement applique´ et dont les parame`tres sont identifie´s
par e´le´ments finis.
La mise en œuvre du mode`le incre´mental ne´cessite deux essais de base, un essai de
comportement cyclique du mate´riau et un essai de fissuration par fatigue a` amplitude
constante. Cette me´thode, qui combine les avantages des approches locales et globales, a
en particulier e´te´ applique´e avec succe`s dans le domaine ferroviaire ou` le chargement biaxial
est variable. Plusieurs millions de cycles sont traite´s en quelques dizaines de minutes.
1.1.4 Choix du mode`le de propagation de fissure
Afin de re´aliser des analyses probabilistes de propagation de fissure sous chargements
d’amplitude variable et d’analyser l’impact de l’ale´a du chargement sur l’avance´e de fissure,
il est ne´cessaire d’utiliser un mode`le qui soit d’une part capable de pre´dire l’avance´e sous
chargement d’amplitude variable et qui soit d’autre part compatible avec des simulations
nume´riques en grand nombre. De ce fait, il s’agit d’e´tablir un compromis entre complexite´
du mode`le et rapidite´ des calculs.
La pre´sentation des principaux effets d’interaction du chargement d’amplitude variable
sur les cine´tiques de fissuration a mis en e´vidence l’importance de choisir un mode`le apte
a` traduire ces phe´nome`nes. L’ordre des cycles et les niveaux de contraintes applique´s
de´terminent l’amplitude de ces effets d’interaction. Le mode`le choisi doit permettre d’en
rendre compte. Il s’agit donc de choisir entre les mode`les PREFFAS, ONERA, CORPUS,
Strip Yield et le mode`le incre´mental de S. Pommier.
Le mode`le ONERA qui repose sur des hypothe`ses plus nombreuses que les autres
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mode`les a volontairement e´te´ e´carte´. Le mode`le incre´mental de S. Pommier et le mode`le
CORPUS ont e´galement e´te´ e´carte´s pour les raisons suivantes :
• complexite´ de mise en œuvre et nombre important de parame`tres a` identifier,
• absence d’expe´rience sur ces mode`les au sein du laboratoire de recherche.
Le choix s’est finalement porte´ sur les deux mode`les suivants : PREFFAS et Strip
Yield. Il est a` noter qu’une information suffisante e´tait disponible pour l’imple´mentation
et la mise en œuvre de ces deux mode`les :
• concernant PREFFAS : description comple`te de l’algorithme PREFFAS, extraite de
la note technique n˚ 5/M/90 du Centre d’Essais Ae´ronautique de Toulouse [Ren90],
• concernant Strip Yield : description de l’algorithme dans la the`se d’Ibso [IA96] et
mise a` disposition par l’ESA des sources du code NASGRO, de´veloppe´ conjointement
par la NASA et l’ESA (version 3.0.23), mettant en œuvre la seule version de Strip
Yield avec e´tat de contraintes constant en avant du front de fissure (mode`le CCL).
1.1.4.1 Limites du mode`le Strip Yield
Malgre´ la capacite´ du mode`le Strip Yield a` prendre en compte le phe´nome`ne d’e´va-
nescence du retard ainsi que les effets lie´s a` la surcharge unique2 et au retard diffe´re´, ce
mode`le souffre de plusieurs limites dont certaines sont difficilement compatibles avec des
analyses probabilistes.
Remarques issues de la bibliographie. Comme la plupart des mode`les de propaga-
tion de fissure sous chargement d’amplitude variable, le mode`le Strip Yield fait l’objet de
critiques quant a` la qualite´ de ses re´sultats et au calibrage de ses parame`tres. Reconnu
comme supe´rieur aux mode`les de “fermeture de fissure” d’un point de vue mode´lisation
physique, le mode`le Strip Yield pre´sente ne´anmoins des proble`mes pour re´gler ses para-
me`tres et notamment le constraint factor α. De plus ce mode`le est difficile a` maˆıtriser de
part son niveau de complexite´ et donc difficile a` utiliser. Il n’est d’autre part pas com-
ple`tement valide´ [Sch09] et son champ d’application reste confus pour l’auteur de cette
re´fe´rence.
Les critiques les plus virulentes sont formule´es dans l’article propose´ par M. Skorupta
et al. [SMSS07] dont l’objectif est d’e´valuer les capacite´s de pre´diction du mode`le Strip
2Nous verrons au paragraphe 1.2.5.2 que le phe´nome`ne d’e´vanescence du retard et l’e´tat a` surcharge
unique ne peuvent pas eˆtre traite´s avec le mode`le PREFFAS e´tant donne´e l’hypothe`se de stationnarite´.
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Yield imple´mente´ sous NASGRO a` la fois pour des chargements d’amplitude constante et
pour des chargements d’amplitude variable plus ou moins repre´sentatifs de vols re´els. Les
re´sultats de pre´vision de propagation de fissure des deux mode`les Strip Yield imple´mente´s
sous NASGRO (version avec α constant et version avec α variable) sont confronte´s aux
re´sultats d’essais re´alise´s par ces auteurs. Ces re´sultats ont e´te´ retrouve´s partiellement
avec la version de NASGRO disponible au LaMI.
Selon la litte´rature, les principales conclusions sont :
• Le mode`le Strip Yield imple´mente´ sous NASGRO ne permet pas de reproduire le
retard duˆ a` l’application d’une surcharge unique et a tendance a` sous-estimer les
pre´dictions sous chargement d’amplitude variable.
• La proce´dure de calibrage du parame`tre α est tre`s loin d’eˆtre robuste malgre´ les
recommandations du manuel NASGRO qui conseille de choisir le parame`tre α qui
donne des pre´visions au plus pre`s des re´sultats d’essais re´alise´s sous chargements
d’amplitude constante pour diffe´rents rapports de sollicitation R.
• Pour ame´liorer les pre´dictions, il faudrait modifier la proce´dure de calibrage du
parame`tre α (choix recommande´ entre 1.15 et 2.5) en fonction du type de chargement
applique´.
• Le mode`le avec α qui varie (VCL) donne de meilleurs re´sultats que le mode`le avec
α constant (CCL).
• Les donne´es de la base NASGRO doivent eˆtre utilise´es avec une extreˆme prudence
car les parame`tres sont fixe´s automatiquement et peuvent donc ne pas convenir. Il
est souvent par ailleurs difficile d’en obtenir les sources.
Influence du parame`tre α. Un des proble`mes majeurs du mode`le Strip Yield est lie´
au re´glage du constraint factor α. Afin d’e´tudier l’impact de ce parame`tre sur les re´sultats
de propagation, une e´tude parame´trique a e´te´ mene´e en plus des calculs re´alise´s sur la
base de la re´fe´rence [SMSS07]. Quelques re´sultats sont brie`vement pre´sente´s ci-apre`s.
L’e´volution de la longueur de fissure a en fonction du nombre de cycles applique´s N
est porte´e sur la figure 1.8. Trois types de chargement sont applique´s a` une e´prouvette
CCT en aluminium 2024 T351 : un chargement d’amplitude constante a` R = 0.1 (AC), un
chargement d’amplitude constante a` R = 0.1 avec surcharges a` τ = 1.7 espace´es tous les
n = 1000 cycles (AC+S) et une se´quence standard de chargement FALSTAFF. FALSTAFF
[ABvD+76, dJ79] est une se´quence de chargement normalise´e de´veloppe´e en 1976 pour les
e´le´ments de structure des avions militaires de combat situe´s au niveau des attaches voilure-
fuselage. Le chargement FALSTAFF est conside´re´ repre´sentatif des niveaux de charges vus
par ces e´le´ments de structure. Il correspond a` 200 vols et contient 17883 cycles.
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Figure 1.8 – Influence du parame`tre α sur les pre´visions de fissuration.
Pour les trois types de chargement e´tudie´s il est note´ une grande dispersion sur les
re´sultats en fonction du parame`tre α choisi. Les dure´es de vie varient dans des rapports
allant de 1.5 a` 5.5 pour α variant entre 1.15 et 2.25. Un choix approximatif de α peut
ainsi conduire a` des re´sultats qui s’e´loignent fortement des re´sultats expe´rimentaux lors
d’analyses de´terministes. Cette extreˆme sensibilite´ du mode`le a` un parame`tre a e´te´ juge´e
critique pour des analyses probabilistes et a` conduit a` rejeter le mode`le Strip Yield au
profit de PREFFAS.
1.1.4.2 Choix du mode`le PREFFAS
Malgre´ l’hypothe`se restrictive de stationnarite´, analyse´e en de´tails au paragraphe 1.2.5.2,
le mode`le PREFFAS a e´te´ choisi car :
• il s’agit d’un mode`le de mise en œuvre assez simple qui a donne´ satisfaction pour des
applications industrielles et qui a e´te´ valide´ par rapport a` des essais sous chargement
d’amplitude variable (mode`le actuellement utilise´ par EADS, Dassault Aviation,
DGA et SNECMA),
• il comporte un faible nombre de parame`tres a` calibrer. Le seul parame`tre a` re´gler
en plus des coefficients de la loi de Paris est le parame`tre de la loi d’Elber a (sous
la condition a + b = 1), qui varie entre 0.3 (structures e´paisses) et 0.5 (structures
minces), et
• il est extreˆmement compe´titif en termes de couˆt de calcul moyennant quelques adap-
tations informatiques. Plusieurs calculs d’avance´e de fissure peuvent aussi eˆtre re´a-
lise´s simultane´ment, comme de´taille´ au paragraphe 1.2.5.3, ce qui permet de valider
la mode´lisation stochastique du chargement dans des temps acceptables.
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1.2 Mode`le PREFFAS
Dans ses travaux de the`se [Dav85], A. Davy a e´tudie´ les me´canismes et les relations ca-
racte´risant les cine´tiques de fissuration par fatigue sous chargement d’amplitude constante
puis sous chargement d’amplitude variable pour le secteur ae´ronautique. Ces travaux ont
permis l’e´laboration d’un mode`le de pre´vision de la fissuration sous chargement d’ampli-
tude variable performant et ade´quat pour une utilisation industrielle. Ce mode`le justifie´
expe´rimentalement parvient a` s’affranchir des facteurs suivants : type de spectre (en par-
tie), se´ve´rite´ des chargements, mate´riau et e´paisseur de la pie`ce, tout en ne ne´cessitant
qu’un nombre minimal de parame`tres pour sa mise en œuvre ce qui lui confe`re un caracte`re
relativement pragmatique. Ce mode`le connu sous le nom de PREFFAS (PREvision de
la Fissuration en Fatigue Ae´roSpatiale) a e´te´ publie´ a` l’ASTM en 1988 [ADS88]. Il repose
essentiellement sur le principe de fermeture de fissure de´crit a` l’origine par Elber et est
applicable aux alliages d’aluminium et e´galement a` certains aciers selon A. Davy [Dav85].
1.2.1 Principe
Le mode`le PREFFAS re´alise un calcul se´quentiel sur le chargement de l’avance´e de
fissure en utilisant le concept d’ouverture d’Elber inte´gre´ a` la loi de Paris (calcul cycle-a`-
cycle). Chaque cycle i est de´fini par un couple de facteurs d’intensite´ de contraintes minimal
et maximal (Kmin, i et Kmax, i), correspondant aux contraintes minimale et maximale
σmin, i et σmax, i du spectre de chargement, voir figure 1.9.
D’apre`s le concept d’Elber de´veloppe´ au paragraphe 1.1.1, l’incre´ment de propagation
δai de´pend du facteur d’intensite´ de contrainte Kouv, i du point d’ouverture σouv, i :
δai = Ceff (Kmax, i −Kouv, i)m = Ceff (∆Keff, i)m (1.12)
Il est important de noter que toute autre loi de propagation, c’est-a`-dire autre que
Paris, donnant l’avance´e de fissure a` partir de Kmax, i et Kouv, i pourrait eˆtre utilisable,
ce n’est pas le cas dans l’imple´mentation actuelle de PREFFAS.
Les points cle´s du mode`le PREFFAS re´sident dans l’estimation du point d’ouverture
Kouv, i pour chaque cycle i, l’enregistrement des valeurs significatives du chargement ne´-
cessaires au calcul des Kouv, i appele´ l’histoire du chargement et le cumul de l’avance´e de
fissure. Le cumul n’est pas simplement line´aire, il inte`gre l’effet Rainflow afin de ne pas
sous-estimer l’avance´e de fissure. Un dernier aspect remarquable de PREFFAS concerne
sa proce´dure de calcul qui est simple et rapide sous l’hypothe`se de stationnarite´ du spectre
de chargement, fondamentale dans ce mode`le.
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La description des principales caracte´ristiques de PREFFAS est issue de la the`se d’A.
Davy [Dav85], des notes personnelles de D. Aliaga, de la re´fe´rence [ADS88] et des rapports
de l’universite´ de Delft [Sch87, Pad90]. Le lecteur est invite´ a` consulter ces re´fe´rences pour
de plus amples de´tails sur les spe´cificite´s de ce mode`le.
1.2.2 Calcul de l’ouverture Kouv, i
Au cycle i, l’ouverture Kouv, i doit traduire les effets d’interaction induits par l’histoire
de la fissuration. La position de l’ouverture au cycle i ne´cessite donc la prise en compte
de tous les chargements et de´chargements des cycles ante´rieurs au cycle i.
Pour chaque cycle j tel que j < i, PREFFAS calcule une ouverture associe´e au maxi-
mum de ce cycle Kmax, j combine´ au minimum rencontre´ depuis Kmax, j et qui se produit
avant le maximum Kmax, i. Notons k le cycle ayant un tel minimum (j < k ≤ i) et Kmin, k
le facteur d’intensite´ de contrainte minimum associe´. La valeur de Kmin, k de´termine la
re´duction maximale du retard engendre´ par Kmax, j . C’est le phe´nome`ne de reversed plas-
ticity de´crit au paragraphe 1.1.2.3. L’effet d’interaction associe´ au maximum du cycle j
est en effet maximal avec le minimum du cycle k, voir figure 1.9.
	ABCDE
	DFFBEDBAF
F	E	ABBA
BEDBAF

B

B
D

B
Figure 1.9 – Calcul de l’ouverture Kouv, i cycle-a`-cycle.
La loi d’Elber permet ensuite de mode´liser l’ouverture re´sultant d’une telle interaction,
note´e Kouv, i, j , par :
Kouv, i, j = Kmax, j − U(R) (Kmax, j −Kmin, k) (1.13)
ou` R = Kmin, k/Kmax, j et U(R) = aR+ b.
Dans ce mode`le, on utilise une loi du type de celle propose´e par Elber, capable de
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prendre en compte l’effet du rapport de sollicitation R mais la` encore toute autre loi
d’ouverture serait utilisable (par exemple celle propose´e par Newman).
Kouv, i repre´sente la position d’ouverture la plus haute ainsi engendre´e par les cycles
ante´rieurs au cycle i. D’apre`s l’e´quation (1.13), on a donc :
Kouv, i = max
j∈{1, ..., (i−1)}
Kouv, i, j (1.14)
Analyse des me´canismes et mode´lisation. Il est important de noter que les e´qua-
tions du calcul du point d’ouverture ne font pas directement intervenir la taille de la zone
plastique rp. La physique des me´canismes du retard ge´ne´re´s par la plasticite´ en avant du
front de fissure est ici prise en compte par l’interme´diaire des valeurs Kmax, j et Kmin, k.
Elles de´terminent les niveaux d’ouverture possibles de la fissure Kouv, i, j au cycle i graˆce
a` la loi d’ouverture et traduisent bien les effets d’interaction.
Calculer les niveaux d’ouverture de la fissure Kouv, i, j de cette manie`re n’est correct
que si la zone plastique induite par Kmax, j est toujours la zone plastique dominante pour
le cycle i et donc que l’incre´ment de fissure entre le cycle j et i est petit devant la taille
de la zone plastique.
Cette hypothe`se impose des spectres de chargement avec des se´quences courtes, c’est-
a`-dire re´pe´te´es un grand nombre de fois pendant la propagation de fissure. C’est le principe
de stationnarite´, fondamental dans le mode`le PREFFAS.
1.2.3 Historique de chargement
D’apre`s la relation (1.14), tous les cycles j < i doivent eˆtre conside´re´s pour le calcul
de l’ouverture au cycle i, ce qui n’est pas le cas en pratique. Seule une se´rie de triplets
significatifs {Kmax, j ,Kmin, k,Kouv, i, j} des cycles ante´rieurs est enregistre´e pour de´ter-
miner l’ouverture Kouv, i. Cette se´rie, qui capture uniquement les valeurs du chargement
ante´rieures au cycle i influant sur le calcul du niveau de l’ouverture et donc l’avance´e de
fissure, porte le nom d’historique du chargement ou d’histoire du chargement.
Les valeurs Kmax, j , Kmin, k et l’ouverture associe´e Kouv, i, j sont conside´re´es comme
significatives du chargement ante´rieur sous les deux hypothe`ses suivantes :
• Il n’existe pas de cycle poste´rieur au cycle j qui pre´sente unKmax supe´rieur a`Kmax, j ,
c’est-a`-dire qu’il n’y a pas eu de surcharge depuisKmax, j . Dans le cas contraire, cette
nouvelle valeur Kmax conduit a` effacer Kmax, j .
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Pour comprendre ce phe´nome`ne conside´rons deux cycles j1 et j2 tels que j1 < j2
et Kmax, j2 > Kmax, j1 . Conside´rons e´galement Kmin, k2 > Kmin, k1 . L’ouverture
Kouv, i, j1 est calcule´e a` partir du couple (Kmax, j1 , Kmin, k1) et l’ouverture Kouv, i, j2
a` partir du couple (Kmax, j2 , Kmin, k2). Cette dernie`re combinaison conduit ne´ces-
sairement a` un niveau d’ouverture Kouv, i, j2 supe´rieur a` Kouv, i, j1 et est donc re-
tenu comme valeur d’ouverture du cycle i. Il n’est donc pas ne´cessaire de conserver
le couple (Kmax, j1 , Kmin, k1) ainsi que l’ouverture correspondante Kouv, i, j1 . Par
ailleurs, si Kmin, k2 ≤ Kmin, k1 , les ouvertures Kouv, i, j1 et Kouv, i, j2 sont respecti-
vement calcule´es a` partir des couples (Kmax, j1 , Kmin, k2) et (Kmax, j2 , Kmin, k2). A
nouveau Kouv, i, j2 est supe´rieur a` Kouv, i, j1 et il n’est pas utile d’enregistrer le maxi-
mum Kmax, j1 .
• Il n’existe pas de cycle ante´rieur a` j qui donne une ouverture Kouv supe´rieure a`
Kouv, i, j , auquel cas c’est cette ouverture Kouv que l’on choisit comme ouverture
Kouv, i.
La se´rie des maximums du chargement ante´rieur au cycle i qui sont enregistre´s dans
l’historique du chargement est donc de´croissante alors que les se´ries des minimums et des
ouvertures enregistre´s sont croissantes. Dans la suite, ces valeurs d’histoire sont respective-
ment note´es KHmax, KHmin et KHouv en fonction de leur nature : maximums, minimums
ou ouvertures. Une illustration des valeurs du chargement ante´rieures au cycle i et signifi-
catives pour le calcul de l’ouverture Kouv, i est donne´e en figure 1.10. Elles sont au nombre
de n dans l’exemple donne´.
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Figure 1.10 – Illustration de l’histoire du chargement significative pour le calcul de Kouv, i.
32
1.2. Mode`le PREFFAS
1.2.4 Effet Rainflow
L’avance´e au cycle i se calcule d’apre`s la relation (1.12) tant queKmax, i est infe´rieur au
dernier maximum de l’histoire KHmax, n. L’ouverture du cycle i correspond a` l’ouverture
KHouv, n et l’e´quation (1.12) se re´e´crit comme suit :
δai = Ceff (Kmax, i −KHouv, n)m (1.15)
Dans le cas contraire, c’est-a`-dire lorsque Kmax, i de´passe un ou plusieurs maximums
de l’histoire du chargement, la mode´lisation inte`gre un principe de comptage re´aliste et
conservatif de l’avance´e sous spectre. Il s’agit d’une technique de comptage Rainflow.
1.2.4.1 Principe du comptage Rainflow
Les me´thodes de comptage line´aire conside`rent en principe l’ensemble des variations
(σmin − σmax) dans le calcul du dommage y compris dans le cas ou` une petite variation
de charge se trouve entre deux plus grandes variations de charge comme illustre´ sur la
figure 1.11.
Dans le cas d’un comptage line´aire, l’avance´e de fissure est alors calcule´e a` partir
des variations AB et CD. La validite´ de cette hypothe`se est discutable pour un calcul
de propagation de fissure qui e´le`ve a` la puissance m ge´ne´ralement supe´rieur a` 2 les va-
riations de charges. Cela peut en effet conduire a` des pre´dictions d’avance´e de fissure
non-conservatives.
D’autres me´thodes telle que la me´thode du Rainflow permettent de s’affranchir de
ce type de proble`me en conside´rant que la variation de charge AD est interrompue par
la variation BC. Ce sont donc les variations de charge AD et BC qui sont choisies pour
le calcul de l’avance´e de fissure. Cette technique repose sur le cumul des de´formations
oligocycliques en pointe de fissure [Dow82].
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Figure 1.11 – Illustration de deux me´thodes de comptage dans une situation caracte´ris-
tique.
Meˆme si cette me´thode de comptage semble conservative et re´aliste pour ce type de
situation, il est ne´cessaire d’adapter la mode´lisation pour prendre en compte l’histoire de
la fissuration, ce qui est re´alise´ dans le mode`le PREFFAS.
1.2.4.2 Adaptation pour PREFFAS
Dans la me´thode PREFFAS, la technique Rainflow n’est plus directement applique´e
aux variations (σmin− σmax) mais aux variations (σouv− σmax) afin de prendre en compte
les effets de fermeture de fissure.
Si l’on nomme respectivement O1 et O2 les points d’ouverture des cycles AB et CD
(voir figure 1.12) et si l’on a O1 < O2 et D > B alors, d’apre`s la me´thode Rainflow, il faut
tenir compte des variations de cycles O1D et BO2 pour le calcul de l’avance´e de fissure.
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Figure 1.12 – Me´thode Rainflow applique´e au concept d’ouverture.
Etant donne´ que le mode`le PREFFAS re´alise un calcul se´quentiel de l’avance´e de
fissure, il ne peut pas eˆtre pre´dit au cycle i que l’estimation de l’avance´e de fissure pour ce
cycle ne´cessite le comptage Rainflow. Il faut donc retrancher l’avance´e due a` O1B calcule´e
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au cycle i− 1, ce qui conduit a` la relation (1.16) :
δa ∝ C (D−O1)m + C (B−O2)m − C (B−O1)m (1.16)
En appliquant cette proce´dure lorsque Kmax, i de´passe la dernie`re valeur d’histoire
KHmax, n, ou` n repre´sente le dernier indice des valeurs d’histoire, on conside`re que l’ou-
verture au cycle i est donne´e par KHouv, n−1 et l’avance´e correspond a` :
δai = Ceff{(Kmax, i −KHouv, n−1)m+(KHmax, n −KHouv, n)m−(KHmax, n −KHouv, n−1)m}
(1.17)
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Figure 1.13 – Illustration de la me´thode Rainflow adapte´e a` l’histoire du chargement.
Dans le cas ou` le maximum Kmax, i de´passe la p
e`me valeur d’histoire KHmax, p tel que
p < n et KHmax, p < Kmax, i < KHmax, p−1, la relation (1.17) se ge´ne´ralise alors en :
δai = Ceff{(Kmax, i −KHouv, p−1)m+
n∑
l=p
[(KHmax, l −KHouv, l)m − (KHmax, l −KHouv, l−1)m]}
(1.18)
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1.2.5 Proce´dure de calcul
1.2.5.1 Calcul de l’avance´e de fissure
L’avance´e de fissure ∆a sur une se´quence de chargement de Ns cycles est simplement
donne´e par :
∆a =
Ns∑
i=1
δai = Ceff
Ns∑
i=1
(∆Keff, i)
m (1.19)
ou` ∆Keff, i est calcule´e a` partir des relations (1.15) ou (1.18) suivant que le Rainflow
s’applique ou non.
En utilisant l’expression du facteur d’intensite´ de contrainte K(a) = σF (a)
√
πa, ou`
F (a) est un facteur de forme qui de´pend de la ge´ome´trie de l’e´prouvette conside´re´e et des
dimensions de la fissure, la relation (1.19) devient :
∆a =
Ns∑
i=1
δai = Ceff
Ns∑
i=1
(∆Keff, i)
m = Ceff
Ns∑
i=1
[F (ai)∆σeff, i
√
πai]
m (1.20)
1.2.5.2 Hypothe`se de stationnarite´
L’e´tat de stationnarite´ caracte´rise ici l’e´volution des niveaux d’ouverture Kouv d’une
fissure. Le spectre de chargement est conside´re´ comme stationnaire si les niveaux d’ouver-
tureKouv significatifs restent constants sur ce dernier, en d’autres termes s’ils ne de´pendent
pas de l’avance´e de fissure.
Au sens d’Elber, on peut conside´rer les niveaux d’ouverture constants pour des se´-
quences re´pe´titives de`s lors que la fissuration par se´quence reste contenue dans la zone
plastique des maximums dominants (c’est-a`-dire KHmax, m m=1, ..., n), en raison de l’aspect
re´pe´te´ de ces maximums. A.U. de Koning et H.H. van der Linden [dKvdL81] conside`rent
que la position d’ouverture est stable sur 70 % de la zone plastique monotone engendre´e
par le maximum (unique ou non).
Le´gitimite´ de l’hypothe`se. Le mode`le PREFFAS fait l’hypothe`se que, de par l’aspect
tre`s perturbe´ des spectres ae´ronautiques, les surcharges sont nombreuses et re´pe´titives
a` court terme. A. Davy et D. Aliaga conside`rent donc que les spectres ae´ronautiques
peuvent eˆtre simplifie´s en une se´quence repre´sentative des niveaux de charges vus par les
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structures ae´ronautiques re´pe´te´e le long du spectre. Sous cette hypothe`se, ils peuvent ainsi
le´gitimement conside´rer un e´tat stationnaire des effets d’interaction.
Effets mode´lise´s. L’hypothe`se de stationnarite´ des effets d’interaction permet de mo-
de´liser un e´tat a` surcharges multiples, pour lequel l’effet d’e´vanescence des maximums est
ne´glige´. D’une manie`re ge´ne´rale, l’e´vanescence de l’effet de surcharge porte sur la zone
plastique monotone de surcharge et est atteinte lorsque la zone plastique ge´ne´re´e par le
cycle en cours, i. e. le cycle i, vient tangenter la zone plastique monotone de surcharge.
Pour un e´tat a` surcharges multiples avec se´quences courtes, la zone plastique monotone de
surcharge est recre´e´e avant que la zone plastique cre´e´e par le cycle i ne vienne la tangenter.
Impact sur le calcul de l’avance´e. L’hypothe`se de stationnarite´ qui est retenue dans
le mode`le PREFFAS ne´cessite d’avoir des se´quences de chargement courtes pour lesquelles
l’avance´e de fissure est faible. Sur de telles se´quences, on peut supposer que le facteur de
forme F (a) reste constant et donc transformer l’e´quation (1.20) en :
∆a =
Ns∑
i=1
δai = Ceff [F (ai)
√
πai]
m
Ns∑
i=1
[∆σeff, i]
m = Ceff [F (ai)
√
πai]
m EF (1.21)
ce qui permet de dissocier les effets du chargement des effets ge´ome´triques.
La quantite´ EF traduit les effets d’interaction de la se´quence de chargement et les
niveaux de contraintes σmin et σmax vus par la structure fissure´e. Son calcul est re´alise´ cycle-
a`-cycle a` partir des ∆σeff, i = σmax, i−σouv, i. L’ouverture de chaque cycle σouv, i exprime´e
en termes de contrainte est de´termine´e de la meˆme manie`re queKouv, i, c’est-a`-dire a` partir
des valeurs d’histoire exprime´es en termes de contraintes {σHmax ;σHmin ;σHouv}. EF est
appele´e efficacite´ de la se´quence, [Ren90].
1.2.5.3 Re´sultat PREFFAS et algorithme
Re´sultat PREFFAS. Le mode`le PREFFAS permet de calculer l’efficacite´ de la se´-
quence EF a` partir d’une se´quence de chargement d’amplitude variable sur laquelle ∆a
est suppose´e petite. La donne´e de EF permet de transformer la se´quence de chargement
d’amplitude variable en une se´quence de chargement d’amplitude constante e´quivalente
en termes d’avance´e de fissure, c’est-a`-dire qui donne la meˆme avance´e de fissure que le
chargement d’amplitude variable avec la loi de Paris, voir figure 1.14.
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Figure 1.14 – Equivalence avec chargement d’amplitude constante avec PREFFAS.
Si l’on fixe le nombre de cycles Nfix de cette se´quence d’amplitude constante ainsi que
le rapport de charge Rfix, l’e´quivalence en termes d’avance´e de fissure s’e´crit :
∆a = CRfix
[
F (a)
√
πa (1−Rfix)σeq
]m
Nfix = Ceff
[
F (a)
√
πa
]m
EF (1.22)
ou` σeq est la contrainte maximale du chargement e´quivalent a` de´terminer.
La contrainte σeq, appele´e dans la suite se´ve´rite´ de la se´quence, est obtenue simplement
a` partir de l’expression (1.22) :
σeq =
(
EF
Nfix
) 1
m 1
U(Rfix)(1−Rfix) (1.23)
Il est important de noter que la contrainte σeq ne de´pend que du chargement et pas de
la ge´ome´trie de la structure e´tudie´e. Ce re´sultat de PREFFAS sert dans la suite pour la va-
lidation de la mode´lisation stochastique du chargement, base´e sur des donne´es enregistre´es
en vol.
Temps de calcul. La dissociation des effets du chargement des effets ge´ome´triques dans
PREFFAS, rendue possible graˆce a` l’hypothe`se de stationnarite´, conduit a` des proce´dures
de calcul relativement simples et rapides, par comparaison a` la me´thode Strip Yield par
exemple. L’efficacite´ EF est calcule´e a` partir des valeurs d’ouverture de l’histoire du char-
gement KHouv, n et de la me´thode Rainflow lorsque celle-ci s’ave`re ne´cessaire. En principe,
elle ne devrait eˆtre calcule´e qu’une fois sur la se´quence. Cependant pour initialiser les va-
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leurs d’histoire de chargement KHouv, n, le calcul doit eˆtre effectue´ deux fois. L’efficacite´
de la se´quence calcule´e la deuxie`me fois est ainsi correctement e´value´e.
Algorithme. A partir d’une description comple`te de l’algorithme obtenue aupre`s de
DGA/Techniques Ae´ronautiques dont la version correspond au PV Ae´rospatiale n˚ 47904,
le mode`le PREFFAS, tel que pre´sente´, a duˆ eˆtre programme´ sous Matlab sous une forme
vectorise´e afin de rendre possible les calculs probabilistes mene´s dans la suite des travaux
de the`se. Il est ainsi possible de traiter simultane´ment plusieurs chargements d’amplitude
variable. La fonctionnalite´ de cette subroutine est donne´e sur la figure 1.15.
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Figure 1.15 – Entre´es/ sorties de la fonction PREFFAS.
1.2.6 Calibrage des parame`tres du mode`le
Le mode`le PREFFAS conjointement utilise´ avec la loi de Paris n’implique la de´termi-
nation que de quatre parame`tres, a` savoir : l’exposant de la loi de Paris m, la constante de
fissuration CR et les coefficients de la relation d’Elber note´s a et b. Les auteurs du mode`le
ont souhaite´ proposer un mode`le assez ge´ne´ral et facilement utilisable en contexte indus-
triel, c’est-a`-dire ne´cessitant peu d’essais pour le calibrer. Les parame`tres (CR, m, a , b)
sont obtenus par trois essais, qui peuvent eˆtre re´duits au nombre de deux tel qu’explique´
ci-apre`s.
1.2.6.1 Coefficients de la loi de Paris
Les coefficients CR et m de la loi de Paris sont ge´ne´ralement donne´s en ae´ronautique
par un essai a` chargement d’amplitude constante a` R = 0.1.
1.2.6.2 Parame`tres de la loi d’ouverture d’Elber
L’obtention des parame`tres a et b de la loi d’ouverture d’Elber, retenue dans le mode`le
PREFFAS et dont l’expression est rappele´e ci-dessous, est donne´e par un essai a` surcharges
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re´gulie`rement espace´es et un essai a` rapport R e´leve´, en plus de l’essai a` chargement
d’amplitude constante servant a` la de´termination des coefficients de la loi de Paris.
U(R) = aR+ b (1.24)
En ge´ne´ral, sur les alliages d’aluminium utilise´s en ae´ronautique, l’hypothe`se a+ b = 1
postule´e par les auteurs du mode`le PREFFAS permet d’e´viter l’essai a` fort rapport R,
sans trop de´grader la qualite´ du mode`le. Une me´thode pour de´terminer le coefficient b de
la relation d’Elber est de´crite en annexe A.
Les parame`tres a et b de´pendent du mate´riau mais aussi de l’e´paisseur de la structure
fissure´e. Le tableau 1.2 ci-dessous extrait de [ADS88] donne l’e´volution des valeurs du
parame`tre a en fonction de l’e´paisseur pour des alliages d’aluminium.
Tableau 1.2 – Valeurs de a en fonction de l’e´paisseur de la structure fissure´e pour divers
alliages d’aluminium.
Mate´riau Valeur de a (a+ b = 1)
1 mm ... 8 mm ... 15 mm
2024 T3 et T351 ≈ 0.45 ≈ 0.4 ≈ 0.35
7075/7010/7050 (T6... et T7...) ≈ 0.35 ≈ 0.25
Finalement deux essais simples a` mettre en œuvre sont ne´cessaires pour calibrer les
parame`tres du mode`le PREFFAS, ce qui est un avantage certain par rapport aux mode`les
concurrents. Pour plus de de´tails sur l’identification des parame`tres a et b, le lecteur est
entre autres invite´ a` se re´fe´rer aux travaux de the`se d’A. Davy [Dav85] pages 45 - 48 et
pages 86 - 89.
1.2.7 Synthe`se sur l’utilisation du mode`le PREFFAS
Les diffe´rentes e´tapes d’utilisation du mode`le PREFFAS pour la pre´vision de la fissu-
ration sont :
1. Le calibrage des parame`tres : deux essais au minimum doivent eˆtre mene´s pour
de´terminer les parame`tres (CR, m, a , b).
2. La donne´e des se´quences de chargement : ve´rifier qu’elles satisfont a` la condi-
tion de stationnarite´, c’est-a`-dire qu’elles sont relativement courtes.
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3. Le calcul de EF et σeq : l’algorithme PREFFAS permet d’obtenir rapidement ces
deux re´sultats apre`s deux analyses re´pe´te´es des chargements.
4. L’inte´gration de la loi de Paris : utilisation de la relation dadN = CR [F (a)
√
πa]
m
[(1−R)σeq]m
pour de´terminer l’avance´e de fissure a ou une dure´e de vie N .
1.2.8 Avantages et limites du mode`le PREFFAS
1.2.8.1 Avantages
PREFFAS est un outil de pre´diction de la fissuration qui peut eˆtre vu comme une
approche interme´diaire entre les mode`les simples a` cumul line´aire et les mode`les plus
sophistique´s tels que Strip Yield qui peuvent traiter des chargements non-stationnaires,
mais dont le contenu et le calibrage est difficilement maˆıtrisable. PREFFAS s’ave`re eˆtre
pertinent pour les alliages d’aluminium utilise´s en ae´ronautique.
Le mode`le auquel nous avons eu acce`s par DGA/TA a e´te´ programme´ de manie`re
a` pouvoir calculer simultane´ment l’avance´e de fissure sous plusieurs chargements a` des
fins probabilistes, ce qui en fait un avantage principal par rapport a` ses concurrents. La
se´paration des effets du chargement des effets ge´ome´triques conduit aussi a` des e´conomies
de temps de calcul. Enfin, la maˆıtrise des parame`tres du mode`le, obtenus pour les exemples
traite´s a` partir de re´sultats d’essais mene´s par DGA/TA, rend son utilisation cohe´rente
avec des analyses probabilistes.
1.2.8.2 Limites ge´ne´rales
Les principales limites du mode`le PREFFAS sont les suivantes :
• L’e´vanescence des effets d’interaction n’est pas prise en compte puisque les spectres
sont suppose´s stationnaires, i.e l’ouverture a` un cycle donne´ ne de´pend pas de l’avan-
ce´e de fissure. Le mode`le est fait pour des se´quences de chargement courtes.
• Le mode`le dans sa version actuelle ne permet donc pas de traiter le cas d’une sur-
charge unique.
• Le mode`le PREFFAS n’est applicable qu’au domaine de fissuration de Paris pour
lequel il est possible de de´finir une pente commune de fissuration m pour diffe´rents
rapports R et lorsque les me´canismes de propagation sont domine´s par la striation.
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Si ce n’est pas le cas (coefficient m trop e´leve´ par exemple ou vitesse de fissuration
ne pouvant pas eˆtre approxime´e par une droite) les relations d’Elber et de Paris ne
sont alors plus adapte´es.
• Le mode`le tel que pre´sente´ est de´veloppe´ pour une utilisation avec la loi de Paris.
Les domaines de non-propagation de fissure et de propagation instable ne sont donc
pas pris en compte.
• Toute loi de propagation non-line´aire autre que la loi de Paris pourrait eˆtre utilise´e
mais ne permettrait pas la se´paration des effets du chargement des effets ge´ome´-
triques.
• L’effet de l’e´paisseur sur les tailles de zone plastique et sur la transition DP → CP
se manifeste globalement par une modification de l’expression de U(R) contraire-
ment aux mode`les ONERA, CORPUS et Strip Yield qui calculent explicitement des
tailles de zones plastiques.
• Les charges de compression ne sont pas prises en compte dans le mode`le PREFFAS
en raison du choix de la relation U(R) pour le calcul de l’ouverture ce qui impose une
troncature des spectres a` ze´ro. Une version de PREFFAS a e´te´ propose´e par EADS
(non diffuse´e) pour inte´grer le calcul de l’ouverture pour des charges de compression.
• La pre´vision donne´e par PREFFAS n’est pas correcte lorsque la fissure se propage
par de´chirure ductile, c’est-a`-dire lorsque Kmax est de l’ordre du facteur d’intensite´
de contrainte critique KIc.
1.2.8.3 Spe´cificite´s lie´es aux analyses probabilistes
Ces travaux de the`se s’inscrivent dans le cadre d’une approche probabiliste de la pro-
pagation de fissure ou` l’effort est en particulier porte´ sur la mode´lisation stochastique du
chargement en fatigue a` partir de mesures en vol. Les mode`les de chargement propose´s au
chapitre 3 permettent ainsi de ge´ne´rer des spectres de chargement ale´atoires sur l’ensemble
de la dure´e de vie de la structure. Ces spectres ne peuvent cependant pas eˆtre traite´s par le
mode`le PREFFAS dans son e´tat actuel, qui impose des spectres de chargement de´finis par
un grand nombre de re´pe´titions d’une meˆme se´quence de chargement. Cette pratique cou-
rante (voire unique) en tole´rance aux dommages de´terministe n’est plus recevable pour des
analyses probabilistes, faisant intervenir des hypothe`ses moins restrictives (chargements
ale´atoires sur la totalite´ de leur longueur).
De ce fait, il est envisage´ d’utiliser le mode`le PREFFAS pour valider le mode`le stochas-
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tique du chargement propose´ dans cette the`se de part sa compatibilite´ avec des analyses
probabilistes d’un point de vue temps de simulation. Il est cependant aussi envisage´ de
sugge´rer des pistes d’e´volution du mode`le afin de reme´dier a` la limitation de la re´pe´titivite´
des spectres et ainsi pouvoir traiter des spectres ale´atoires sur l’ensemble de leur longueur,
ge´ne´re´s avec les mode`les propose´s.
1.3 Mode`le PREFFAS modifie´ - PREFFAS-m
L’objet de cette section est de pre´senter les e´volutions apporte´es au mode`le PREFFAS,
pour en faire un mode`le utilisable avec des chargements non re´pe´titifs, c’est-a`-dire un
mode`le qui calcule l’avance´e cycle-a`-cycle sans pre´sager des cycles a` venir. L’ide´e principale
est de pouvoir traiter les spectres non-stationnaires avec le mode`le PREFFAS-m sans
augmenter le nombre de parame`tres a` calibrer et sans trop e´lever le degre´ de complexite´
de la me´thode initiale. Le phe´nome`ne de retard diffe´re´ apre`s surcharge unique n’est donc
pas mode´lise´ et la loi d’ouverture d’Elber est conserve´e.
1.3.1 Modifications apporte´es
Les modifications apporte´es doivent permettre une prise en compte de l’e´vanescence de
l’effet d’histoire lorsque la fissure progresse. Ainsi, si l’on conside`re une surcharge, l’effet
de retard engendre´ par cette surcharge doit s’atte´nuer au fur et a` mesure de la progression
de la fissure. Il y a lieu de tenir compte de l’atte´nuation de l’effet de cette surcharge d’un
point de vue retard mais e´galement d’un point de vue Rainflow lorsque le chargement
de´passe cette surcharge. Rappelons que le Rainflow permet de de´terminer l’ouverture du
cycle courant i et permet un calcul conservatif de l’avance´e de fissure.
De plus, puisqu’une surcharge peut “s’effacer” lorsqu’elle ne s’est pas reproduite suf-
fisamment souvent, cela nous ame`ne a` conside´rer naturellement le cas d’une surcharge
unique alors que le mode`le PREFFAS ne traite que le cas de surcharges multiples (i.e.
re´pe´te´es).
Nous sommes donc amene´s a` re´soudre les deux proble`mes suivants :
• l’e´vanescence du retard avec adaptation pour le Rainflow, et
• la variation des effets de retard en fonction du nombre de surcharges.
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1.3.1.1 E´vanescence de l’effet d’histoire
L’effet d’e´vanescence peut eˆtre traite´ de deux fac¸ons diffe´rentes :
• La premie`re fac¸on consiste a` conside´rer que la physique des me´canismes est ge´re´e
par la plasticite´ en avant du front de fissure comme dans les mode`les de Wheeler
et Willenborg. L’e´vanescence est dans ce cas gouverne´e par les tailles de zones plas-
tiques engendre´es par la surcharge et le cycle en cours, voir figure 1.5.
• La deuxie`me manie`re de traiter l’effet d’e´vanescence est de conside´rer que c’est l’al-
longement re´siduel dans le sillage qui controˆle l’ouverture Kouv. L’e´vanescence est
ici pilote´e par les de´placements verticaux des le`vres de la fissure, crack opening dis-
placement en anglais. Le mode`le Strip Yield s’appuie sur cette physique.
Afin d’eˆtre cohe´rent avec le mode`le PREFFAS pour lequel les effets de retard sont
gouverne´s par la plasticite´ en avant du front de fissure et par souci de simplicite´, nous
supposons que l’e´vanescence du retard est aussi ge´re´e par la plasticite´ en avant du front
de fissure, voir figure 1.16.
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Figure 1.16 – Zone plastique re´siduelle apre`s avance´e de fissure.
E´vanescence des effets d’interaction, diminution du point d’ouverture. L’e´va-
nescence est ainsi simplement de´crite par la soustraction de l’avance´e de fissure a` la taille
de la zone plastique initiale. Les valeurs significatives d’histoire KHmax pourront eˆtre
corrige´es, en conse´quence, en conside´rant la zone plastique re´siduelle rr de la manie`re
suivante :
rr = rp − δa (1.25)
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ou` δa = ai − a
avec :
rp =
1
π
(
KHmax
σy
)2
et rr =
1
π
(
KHmax, attenue´
σy
)2
(1.26)
De l’e´quation (1.26), on de´duit :
KHmax, atte´nue´ =
(
KH2max − βδa
)1/2
(1.27)
ou` le coefficient β de´pend de l’e´tat de contraintes (contraintes planes ou de de´formations
planes).
Tous les parame`tres d’histoire KHmax enregistre´s dans PREFFAS-m sont ainsi atte´-
nue´s au fur et a` mesure de l’avance´e de fissure a et, comme pour les mode`les de Wheeler
et Willenborg, l’e´vanescence totale d’une surcharge se produit lorsque la zone plastique du
cycle courant vient tangenter la zone plastique cre´e´e par cette surcharge.
Dans cette correction, il n’y a pas lieu d’inclure les valeurs d’histoire KHmin. En effet,
si le facteur d’intensite´ de contrainte KHmin se produit apre`s la valeur KHmax sans qu’il
n’y ait eu une propagation significative depuis l’apparition de cette valeur KHmax, alors
l’ouverture KHouv est calcule´e comme dans le mode`le PREFFAS par KHmax et KHmin.
L’effet d’e´vanescence est ensuite de´crit par l’atte´nuation de KHmax, atte´nue´ et KHouv est
calcule´ avec la relation d’Elber U(R) a` partir de KHmax, atte´nue´ et KHmin. S’il y a eu une
propagation significative depuis l’apparition deKHmax, l’effet d’e´vanescence intervient de`s
le de´but par le calcul de KHmax, atte´nue´ et KHouv est calcule´ avec la relation d’Elber U(R)
a` partir de KHmax, atte´nue´ et KHmin.
Dans une premie`re approche, on suppose que β est pilote´ en CP et que par conse´quent
β = πσ2y ou` σy repre´sente la limite d’e´lasticite´ du mate´riau.
Anticipation de l’effet Rainflow. Avec l’atte´nuation de l’effet d’histoire, c’est-a`-dire
la diminution des valeurs KHmax, il y a lieu de conside´rer que l’effet Rainflow intervient
plus toˆt dans les calculs d’avance´e. Les calculs d’avance´e de fissure se font donc a` partir
de la se´rie des valeurs KHmax, atte´nue´s et des KHouv correspondants.
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1.3.1.2 Variation du nombre de surcharges
Afin de traiter l’effet du nombre de surcharges sur le phe´nome`ne de fissuration, la
notion de taux de blocage est introduite. Une surcharge est conside´re´e comme blocante
pour l’avance´e de fissure lorsque son taux conduit a` des vitesses de propagation infe´rieures
a` 10−10 m/cycle, [FNF05]. Ce taux de surcharge est alors de´fini comme e´tant le taux de
blocage.
Le taux de surcharge qui bloque l’avance´e de fissure diffe`re s’il s’agit d’une surcharge
unique ou d’un cas a` surcharges multiples. Pour les alliages d’aluminium et selon des
constatations expe´rimentales, D. Aliaga rappelle que le taux de blocage de la fissure est
proche de τ = 2.5 dans le cas d’une surcharge unique alors qu’il est de τ = 2 dans le cas
d’un grand nombre de surcharges. Il y a donc lieu de prendre en compte cette diffe´rence
pour le calcul du point d’ouverture qui est plus faible dans le cas de la surcharge unique
que dans le cas de surcharges re´pe´te´es.
Afin de tenir compte de l’effet duˆ a` une seule surcharge, il est ainsi propose´ d’affecter
un abattement du niveau de la surcharge Kmax pour le calcul de Kouv. Nous appelons
KHre´duit cette nouvelle variable. KHre´duit est actualise´ par la relation suivante :
KHre´duit = KHre´duit, ante´rieur +
2
3
(Kmax −KHre´duit, ante´rieur) (1.28)
Cette re´duction s’applique a` chaque fois que Kmax de´passe KHre´duit, ante´rieur, c’est-a`-
dire que le niveau Kmax est conside´re´ comme surcharge unique lorsqu’il de´passe ce seuil
qui est croissant a` chaque surcharge.
Le coefficient 2/3 est choisi de telle sorte que les proble`mes a` surcharge unique et a`
surcharges multiples soient e´quivalents en termes de me´thode de calcul de l’ouverture. En
effet, soit un chargement d’amplitude constante a` R = 0 tel que Kmax = k et Kmin = 0.
Lorsque l’on fait une seule surcharge a` 2.5k, cela e´quivaut a` n surcharges au taux de 2k :
KHre´duit = k +
2
3
(2.5k − k) soit KHre´duit = 2k (1.29)
Il s’agit d’une relation empirique pour les seuls alliages d’aluminium. Il y aurait lieu
de la modifier pour les alliages de titane et les aciers.
C’est la valeur de KHre´duit calcule´e a` l’aide de la relation (1.29) qui est utilise´e pour
le calcul de l’ouverture. Cette relation d’e´quivalence permet de conserver la relation d’ou-
verture d’Elber U(R). Il est important de noter que la valeur de KHre´duit est toujours
infe´rieure a` la premie`re valeur d’histoire KHmax, 1. De plus KHre´duit est atte´nue´ lors de
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la propagation de fissure comme l’ensemble des valeurs significatives d’histoire KHmax,
c’est-a`-dire avec la relation (1.27).
1.3.1.3 Algorithme
Dans cette section, un cycle i est compose´ d’un minimum note´ Kmin, i−1 et d’un ma-
ximum note´ Kmax, i.
Le sche´ma simplifie´ des modifications apporte´es au mode`le PREFFAS-m est propose´
en figure 1.17. Les cases de couleur permettent de visualiser les principales diffe´rences entre
le mode`le PREFFAS initialement propose´ et le mode`le PREFFAS-m.
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Figure 1.17 – Sche´ma simplifie´ des modifications apporte´es a` PREFFAS-m.
47
1. Mode`le de fissuration sous chargement d’amplitude variable
L’annexe B donne les de´tails des modifications algorithmiques apporte´es afin de prendre
en compte l’effet d’e´vanescence et l’effet de surcharge unique, suivant les diffe´rentes confi-
gurations possibles de chargement.
1.3.2 Limites
Les e´volutions propose´es pour le mode`le PREFFAS mode´lisent de manie`re simplifie´e
l’e´vanescence de l’effet de surcharge et l’effet a` surcharge unique par comparaison avec les
mode`les Strip Yield et incre´mental de S. Pommier qui s’appuient sur une physique des
phe´nome`nes.
Certains phe´nome`nes tels que le retard diffe´re´ ne sont par ailleurs pas explicitement
pris en compte. On pourrait e´galement remettre en question le choix de la relation d’El-
ber pour le calcul de l’ouverture dans le cas d’une surcharge unique malgre´ le principe
d’e´quivalence adopte´ entre surcharges multiples et surcharge unique. Une autre limitation
du mode`le re´side dans le calibrage du nouveau parame`tre β qui intervient dans le calcul
des zones plastiques. Dans un premier temps, on a choisi de mode´liser un e´tat domine´ en
contraintes planes. On pourrait e´galement envisager de proposer une valeur limite pour
un e´tat domine´ en de´formations planes ainsi qu’une relation de transition des contraintes
planes aux de´formations planes comme c’est le cas dans les mode`les ONERA et CORPUS.
1.3.3 Comparaison entre PREFFAS-m et PREFFAS
Le mode`le PREFFAS-m s’inte`gre pleinement dans la philosophie initiale du mode`le
PREFFAS en s’appuyant sur des principes simples pour traiter l’e´vanescence et le cas a`
surcharge unique. Les modifications apporte´es sont par ailleurs cohe´rentes avec les prin-
cipes de base de PREFFAS, a` savoir : une physique ge´re´e par la plasticite´ en pointe de
fissure, l’utilisation de la relation d’Elber et le comptage Rainflow.
Dans le cas de surcharges multiples rapproche´es, il est important de souligner que
PREFFAS-m doit eˆtre e´quivalent a` PREFFAS. Cependant, dans le cas d’un calcul d’une
se´quence re´pe´titive, PREFFAS-m donne des re´sultats diffe´rents de PREFFAS meˆme si
l’e´vanescence est ne´gligeable tant que le maximum de la se´quence ne s’est pas reproduit.
Une diffe´rence majeure entre les deux mode`les se situe au niveau de la mise en œuvre.
Le mode`le PREFFAS-m propose´ ne repose plus sur l’hypothe`se de stationnarite´ et donc
la dissociation entre les effets de la ge´ome´trie et ceux du chargement n’est plus possible.
Les calculs mene´s avec le mode`le PREFFAS-m sont donc plus longs que ceux mene´s
avec PREFFAS pour des chargements identiques et spe´cifiques a` une structure donne´e.
Cependant, le mode`le PREFFAS-m permet de traiter des spectres de chargement ale´atoires
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sur l’ensemble de leur longueur ce qui n’est pas possible avec le mode`le PREFFAS.
1.4 Analyse du mode`le PREFFAS-m
Les modifications apporte´es au mode`le PREFFAS-m ont e´te´ de´veloppe´es afin de traiter
des se´quences de chargement non-re´pe´titives. Apre`s imple´mentation du mode`le PREFFAS-
m sous Matlab sous une version vectorise´e, c’est-a`-dire afin de traiter simultane´ment plu-
sieurs chargements d’amplitude variable, l’objectif est d’analyser la pertinence des modi-
fications propose´es.
1.4.1 Analyse des re´sultats obtenus par simulations
Dans un premier temps et en l’absence de re´sultats expe´rimentaux, des simulations avec
le mode`le PREFFAS-m sont re´alise´es. Des simulations avec les meˆmes chargements sont
e´galement re´alise´es, pour comparaison avec le mode`le PREFFAS. L’objectif est de ve´rifier
qualitativement les effets des nouvelles imple´mentations du mode`le PREFFAS-m pour des
chargements simplifie´s dont les caracte´ristiques sont spe´cifie´es au paragraphe 1.4.1.1.
1.4.1.1 De´finition de la structure e´tudie´e
E´prouvette et mate´riau. Les simulations ont e´te´ re´alise´es sur des e´prouvettes stan-
dards ASTM CT20B10 (W = 40 mm, B = 10 mm, D = 10 mm, a0 = 12 mm) en alliage
d’aluminium 2024-T351 pre´leve´es dans le sens long-travers (LT).
Le facteur d’intensite´ de contrainte est calcule´ en utilisant la formule de la norme
ASTM E647 :
K(a) =
P
B
√
W
(2 + a/W )
(1 + a/W )3/2
[
0.886 + 4.64 (a/W )− 13.32 (a/W )2+
+ 14.72 (a/W )3 − 5.6 (a/W )4
]
(1.30)
Les proprie´te´s du mate´riau extraites de la note technique n˚ 5/M/90 [Ren90] sont re-
porte´es dans le tableau 1.3 ci-dessous. L’amplitude de variation du facteur d’intensite´
de contraintes ∆K est homoge`ne a` des MPa
√
m et les vitesses da/dN sont donne´es en
mm/cycle.
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Tableau 1.3 – Proprie´te´s mate´riau de l’e´prouvette CT.
Limite d’e´lasticite´ σy = 312 MPa
Coefficients de Paris CR = 3.26 · 10−8 , m = 3.42
Coefficients d’Elber a = 0.39, b = 0.61
D’apre`s cette meˆme note technique, les coefficients d’Elber a et b ont e´te´ calibre´s par
un essai a` chargement d’amplitude constante de rapport R = 0.1 et un essai a` surcharges
re´pe´te´es a` taux τ = 1.7, espace´es tous les n = 1000 cycles. Nous disposons des courbes
da
dN = f (∆K) pour ces deux essais.
Chargements. Afin d’e´tudier le comportement du mode`le PREFFAS-m, des charge-
ments d’amplitude variables (AV) simplifie´s sont applique´s aux e´prouvettes CT :
• type I : se´quences de chargement d’amplitude constante (AC) avec surcharges pe´rio-
diques,
• type II : se´quences de chargement d’amplitude constante (AC) avec sous-charges
pe´riodiques,
• type III : se´quences de chargement d’amplitude constante (AC) avec sous-charges et
surcharges pe´riodiques,
• type IV3 : se´quences de chargement d’amplitude constante (AC) avec surcharges et
sous-charges pe´riodiques.
Un essai a` chargement d’amplitude constante et un essai sous spectre FALSTAFF
sc (sans compression) sont e´galement conside´re´s. L’effort de la sollicitation applique´e est
P = 310 daN conforme´ment a` la note technique de re´fe´rence.
Les caracte´ristiques des se´quences normalise´es e´tudie´es sont donne´es dans le tableau 1.4.
3Dans la suite on appelle interaction une surcharge suivie d’une sous-charge ou une sous-charge suivie
d’une surcharge.
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Tableau 1.4 – Proprie´te´s des se´quences de chargement e´tudie´es.
Type de chargement cycles de re´fe´rence n τ τ∗ Smax (F sc)
Smax Smin R
AC 1 0.1 0.1 - - - -
AV Type I 1 0.1 0.1 1000 1.2 ; 1.5 ; 1.7 ; 1.9 - -
1 0.1 0.1 1000 2 - -
1 0.1 0.1 1000 2.5 - -
1 0.1 0.1 10000 1.2 ; 1.5 ; 1.7 ; 1.9 - -
1 0.1 0.1 10000 2 - -
1 0.1 0.1 10000 2.5 - -
1 0.1 0.1 20000 1.2 ; 1.5 ; 1.7 ; 1.9 - -
1 0.1 0.1 20000 2 - -
1 0.1 0.1 20000 2.5 - -
Type II 1 0.1 0.1 1000 - 0 -
1 0.1 0.1 1000 - 0.5 -
1 0.1 0.1 10000 - 0 -
1 0.1 0.1 10000 - 0.5 -
1 0.1 0.1 20000 - 0 -
1 0.1 0.1 20000 - 0.5 -
Types III - IV 1 0.1 0.1 1000 1.7 0 -
1 0.1 0.1 1000 1.7 0.5 -
1 0.1 0.1 1000 2 0 -
1 0.1 0.1 10000 1.7 0 -
1 0.1 0.1 10000 1.7 0.5 -
1 0.1 0.1 10000 2 0 -
1 0.1 0.1 20000 1.7 0 -
1 0.1 0.1 20000 1.7 0.5 -
1 0.1 0.1 20000 2 0 -
FALSTAFF sc - - - - - - 1
(F sc)
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Re´sultats de la propagation de fissure Deux re´sultats peuvent eˆtre obtenus a` la fin
d’une analyse en propagation de fissure :
• la longueur de fissure af , pour un nombre de cycles en entre´e impose´,
• le nombre de cycles N ne´cessaire pour propager d’une fissure initiale de longueur a0
jusqu’a` une longueur finale af . On choisit ici a0 = 12 mm et af = 30 mm.
1.4.1.2 Analyse qualitative du comportement de PREFFAS-m
Les principaux effets mode´lise´s dans PREFFAS-m sont e´tudie´s, a` savoir l’effet d’e´va-
nescence des surcharges et la variation du nombre de surcharges (surcharge unique et
surcharges multiples). Une analyse par type de chargement applique´ est re´alise´e ci-dessous.
Chargement d’amplitude constante - AC. Le calcul de la dure´e de vie N (pour
af = 30 mm) sous chargement d’amplitude constante (AC) avec d’une part la loi de Paris
(relation 1.1) et d’autre part le mode`le PREFFAS-m donne des re´sultats tre`s proches.
PREFFAS-m sous-estime de 0.66% la dure´e de vie NParis = 113815 cycles. Les e´carts
relatifs4 entre la longueur de fissure obtenue avec le mode`le Paris (cas R) et la longueur
de fissure simule´e avec le mode`le PREFFAS-m (cas S) sont trace´s en fonction de l’avance´e
de fissure.
10 15 20 25 30
0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
a
cas R (mm)
−
(a c
a
s 
S−
a c
a
s 
R
)/a
ca
s 
R
 
(%
)
Figure 1.18 – Valeur signe´e de l’erreur relative (en %) de l’avance´e de fissure entre la loi
de Paris (cas R) et le mode`le PREFFAS-m (cas S).
D’apre`s la figure 1.18, l’e´cart cumule´ augmente rapidement avec la longueur de fissure
lorsque l’on approche la dure´e de vie de l’e´prouvette. Le parame`tre de surcharge unique
4L’e´cart relatif entre deux calculs, l’un dit de re´fe´rence (cas R) et l’autre de simulation (cas S) est de´fini
par (•cas S − •cas R)/•cas R.
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KHre´duit est fortement atte´nue´ avec l’avance´e de fissure pour les grandes longueurs de
fissure et l’ouverture (calcule´e a` partir de KHre´duit) est donc plus basse dans le mode`le
PREFFAS-m. Une part plus importante de l’amplitude des cycles contribue donc a` l’avan-
ce´e de fissure pour le mode`le PREFFAS-m par rapport au mode`le de Paris. L’e´cart relatif
final de −0.66% correspond a` un cumul des e´carts lors de l’avance´e de fissure.
Chargement AV effet de surcharge - type I. L’effet de surcharge se manifeste par
une diminution brutale de la vitesse de fissuration et donc un ralentissement de l’avance´e
de fissure, comme illustre´ sur les sche´mas 1.19.
Figure 1.19 – Effet d’une surcharge dans un chargement d’amplitude constante (AC).
Effet du taux de surcharge - variation du nombre de surcharges.
L’intensite´ du retard, de´finie par le nombre de cycles apre`s surcharge ne´cessaire pour
retrouver la vitesse de fissuration avant surcharge, est une fonction croissante du taux
de la surcharge applique´e τ . Le mode`le PREFFAS-m prend bien en compte le niveau de
surcharge applique´ τ en ralentissant en conse´quence la progression de la fissure par rapport
au chargement (AC) comme illustre´e sur la figure 1.20.
Dans le mode`le PREFFAS-m, il est fait l’hypothe`se, pour des alliages d’aluminium,
que le taux de blocage de la fissure est voisin de τ = 2 dans le cas de surcharges multiples
alors qu’une fissure se bloque apre`s application d’une surcharge unique au taux de τ = 2.5.
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Figure 1.20 – Evolution de l’avance´e de fissure pour diffe´rents taux de surcharge et un
espacement variable des surcharges tous les n cycles.
Lors des simulations avec PREFFAS-m, la fissure ne progresse seulement que d’environ
0.1 mm pour 106 cycles applique´s dans le cas d’une surcharge grandement espace´e (ex :
n = 20000 cycles) au taux τ = 2.5, voir tableau 1.5. La vitesse de propagation chute a`
10−13 mm/cycle apre`s application d’une telle surcharge, voir figure 1.22(a).
Tableau 1.5 – Avance´e de fissure af (mm) pour 10
6 cycles applique´s.
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
``
chargement
n (cycles)
1000 10000 20000
Type I - τ = 2 13.645 13.748 14.711
Type I - τ = 2.5 13.11 12.508 12.901
avance´e avant la 1e`re surcharge 12.037 12.390 12.816
Dans le cas de surcharges re´pe´te´es rapproche´es (n = 1000 cycles), le taux de blocage est
suppose´ de τ = 2 dans le mode`le PREFFAS-m. Il est difficile de pre´dire pre´cise´ment le taux
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de blocage dans ce cas la`, car les surcharges re´gulie`rement applique´es et apparaissant donc
en grand nombre ont certes un effet retardateur mais permettent aussi une progression de
l’avance´e plus rapide que les cycles courants lorsqu’elles apparaissent, voir figure 1.22(b).
Ceci explique les avance´es af = 13.645 mm pour τ = 2 et af = 13.110 mm pour τ = 2.5.
E´tant donne´es ces valeurs et la vitesse minimale proche de 10−6 mm/cycle pour τ = 2, le
taux de blocage semble eˆtre le´ge`rement supe´rieur a` 2 pour obtenir une vitesse infe´rieure
a` 10−7 mm/cycle, souvent conside´re´e comme seuil de non-propagation pour des fissures
longues [FNF05].
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Figure 1.21 – Vitesse de propagation pour taux de surcharge blocant.
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Figure 1.22 – Vitesse de propagation pour taux de surcharge blocant.
Pour conclure, les taux de blocage choisis dans le mode`le PREFFAS-m de τ = 2 et
τ = 2.5 dans les cas respectifs de surcharges multiples et de surcharge unique sont relati-
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vement bien retrouve´s par simulations. Il faudra cependant confirmer ces valeurs par des
re´sultats expe´rimentaux.
Effet d’e´vanescence.
Une surcharge, si elle n’est pas re´pe´te´e suffisamment toˆt, est dite e´vanescente lorsque
la fissure a traverse´ la zone plastique engendre´e par cette surcharge, ce qui se traduit
par un retour a` la vitesse normale de fissuration avant une nouvelle surcharge. Le mode`le
PREFFAS-m traduit bien cet effet d’e´vanescence lorsque les surcharges sont suffisamment
e´loigne´es. Pour un taux de surcharge τ = 1.7, l’e´vanescence comple`te de la surcharge est
ainsi observe´e apre`s environ 15000 cycles, voir figures 1.23(b) et 1.23(c). Pour un taux de
surcharge de τ = 1.2 (respectivement de τ = 1.5 et τ > 1.7), il y a e´vanescence comple`te de
la surcharge lorsque n < 5000 (respectivement n ≃ 10000 et n > 20000), voir figure 1.20.
Pour un meˆme taux de surcharge τ = 1.7, les rapports des dure´es de vie entre le
chargement d’amplitude constant et le chargement d’amplitude variable avec espacement
tous les n cycles varient entre 7.5 (n = 1000) et 1.29 (n = 20000), d’ou` l’importance de
mode´liser cet effet, voir figure 1.23(a).
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Figure 1.23 – Avance´e de fissure et vitesse de propagation pour diffe´rents espacements des
surcharges a` taux τ = 1.7.
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Chargement AV effet de sous-charge - type II. Pour les deux niveaux de sous-
charges teste´s τ∗ = {0; 0.5} et quelle que soit la fre´quence de la sous-charge n =
{1000; 10000; 20000}, les calculs de dure´e de vie avec ou sans sous-charges sont ex-
treˆmement proches, voir tableau 1.6. La sous-charge seule (qui reste positive) n’a donc pas
d’effet sur les cine´tiques de fissuration.
Tableau 1.6 – Dure´es de vie N pour les chargements d’amplitude constante et les charge-
ments avec sous-charges.
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
`
chargement
n (cycles)
1000 10000 20000
AC 113063
Type II - τ∗ = 0 113045 113061 113062
Type II - τ∗ = 0.5 113053 113062 113062
Chargement AV effets combine´s - types III - IV. Il est ici rede´montre´, a` travers le
mode`le PREFFAS-m, qu’une sous-charge associe´e a` une surcharge a significativement un
effet re´ducteur du retard lorsqu’elle succe`de a` la surcharge (cas de chargement type IV),
voir tableau 1.7 et figure 1.24. En effet, une re´duction entre 9% et 40% est estime´e pour
cet exemple avec τ = 1.7 et τ∗ = 0. L’effet de retard est e´galement fonction du taux de
sous-charge τ∗, voir tableau 1.7. Dans certains cas, la sous-charge peut meˆme comple`te-
ment annuler l’effet de la surcharge.
Lorsque la sous-charge pre´ce`de la surcharge (cas de chargement type III), les cine´tiques
de fissuration sont extreˆmement voisines de celles du cas de chargement avec surcharge
seule (cas de chargement type I). La sous-charge n’a pas d’effet dans ce cas la`.
Tableau 1.7 – Dure´es de vie N pour les chargements d’amplitude variable type I, III et
IV.
chargement τ τ∗ n = 1000 n = 10000 n = 20000
Type I 1.7 - 854854 416225 146540
Type III 1.7 0 851283 416091 146537
0.5 853011 416157 146537
Type IV 1.7 0 661323 249129 133583
0.5 745794 321263 138392
La figure 1.24 illustre encore la pertinence du mode`le PREFFAS-m pour mode´liser les
effets d’interaction caracte´ristiques des chargements d’amplitude variable. Pour n = 1000,
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cela se traduit par une pente de fissuration paralle`le et translate´e vers le haut (par rapport
au chargement de type I). Pour n = 10000 et n = 20000, l’e´vanescence de l’effet de la
surcharge est observe´e plus toˆt.
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Figure 1.24 – Vitesse de propagation de fissure pour les chargements I et IV et diffe´rents
espacements des surcharges et interactions surcharges/sous-charges n.
1.4.1.3 Comparaison PREFFAS-m vs. PREFFAS
Les deux versions du mode`le PREFFAS sont maintenant compare´es afin de montrer
les apports de la nouvelle version (PREFFAS-m) par rapport a` la pre´ce´dente (PREFFAS).
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Pre´sentation des re´sultats
Les e´carts relatifs (•cas S − •cas R)/•cas R entre les re´sultats obtenus avec d’une part le
mode`le PREFFAS-m (cas S) et, d’autre part, le mode`le PREFFAS (cas R) sont reporte´s
sur les figures 1.25(a) et 1.25(b) pour les divers cas de chargements d’amplitude variable
e´tudie´s.
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Figure 1.25 – Ecarts relatifs sur la dure´e de vie N (cycles) ou sur l’avance´e de fissure af
(mm) entre les mode`les PREFFAS-m (cas S) et PREFFAS (cas R).
Les diffe´rences en termes de vitesses de propagation de fissure en fonction de l’avance´e
a (mm) sont e´galement reporte´es sur la figure 1.26 pour le chargement FALSTAFF sc.
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Figure 1.26 – E´carts sur les vitesses de fissuration entre les mode`les PREFFAS-m et
PREFFAS pour le chargement FALSTAFF sc.
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Interpre´tation
Cas avec surcharges multiples.
Dans le cas ou` les surcharges et les interactions sont applique´es de manie`re rap-
proche´e, c’est-a`-dire pour n = 1000 cycles, les e´carts simule´s entre les deux versions
de PREFFAS sont infe´rieurs a` 10% en valeur absolue, figures 1.25(a) et 1.25(b). Pour
la se´quence FALSTAFF sc le meˆme constat peut eˆtre dresse´ : on obtient par exemple
NPREFFAS−m = 1.904 · 107 cycles et NPREFFAS = 1.970 · 107 cycles, soit un e´cart de
−3.39%. Dans le cas de surcharges multiples, PREFFAS-m s’ave`re donc tre`s proche de
PREFFAS.
Il est cependant observe´ que PREFFAS-m sous-estime syste´matiquement la dure´e de
vie de la structure e´tudie´e par rapport au mode`le PREFFAS. Ce phe´nome`ne est duˆ a`
l’e´vanescence progressive de la surcharge qui engendre un niveau d’ouverture plus faible
de la fissure et donc une propagation plus rapide.
Cas avec surcharge unique : e´vanescence.
Lorsque les surcharges ou interactions sont applique´es de manie`re suffisamment espa-
ce´es pour qu’il y ait e´vanescence des effets (n = 10000 et n = 20000 cycles), les diffe´rences
de re´sultats entre les deux mode`les sont fondamentales. L’e´cart relatif maximal sur la
dure´e de vie N est proche de 85%, figures 1.25(a) et 1.25(b).
Dans les situations ou` l’avance´e de fissure entre deux effets (surcharge ou interaction)
n’est pas ne´gligeable, PREFFAS surestime conside´rablement la dure´e de vie par rapport
a` PREFFAS-m, en raison d’un niveau d’ouverture calcule´ e´leve´ et qui est garde´ constant
pour l’ensemble des cycles. Quel que soit l’espacement des surcharges, la dure´e de vie
estime´e est sensiblement la meˆme avec le mode`le PREFFAS alors qu’elle converge vers le
cas a` chargement d’amplitude constant (AC) avec le mode`le PREFFAS-m.
Ainsi le mode`le PREFFAS n’est pas applicable lorsque les effets dominants du charge-
ment d’amplitude variable sont e´vanescents, c’est-a`-dire lorsque l’avance´e de fissure entre
deux effets n’est plus ne´gligeable. Les modifications apporte´es au mode`le PREFFAS-m
semblent fournir des solutions ade´quates a` ces situations compte tenu des re´sultats obte-
nus par simulations. Les re´sultats expe´rimentaux devront confirmer ces tendances.
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1.4.2 Conclusion
Les simulations re´alise´es avec les mode`les PREFFAS-m et PREFFAS soulignent l’inte´-
reˆt de PREFFAS-m dans le cas ou` les effets d’interaction et de surcharges apparaissent de
manie`re suffisamment espace´s dans le temps, c’est-a`-dire lorsque l’hypothe`se de stationna-
rite´ n’est plus ve´rifie´e. Ces premie`res analyses purement qualitatives permettent en effet
de confirmer la capacite´ du mode`le PREFFAS-m a` traiter l’e´vanescence des surcharges et
le proble`me de surcharge unique, ce qui n’e´tait pas le cas de PREFFAS. Dans le cas ou`
les surcharges sont suffisamment rapproche´es, PREFFAS-m se confond avec PREFFAS,
meˆme s’il tend a` le´ge`rement sous-estimer la dure´e de vie par rapport au mode`le PREFFAS,
duˆ au phe´nome`ne d’e´vanescence.
Un plan d’expe´rience d’essais complet devra cependant eˆtre e´tabli afin de ve´rifier quan-
titativement les modifications apporte´es au mode`le PREFFAS-m. Un essai a` chargement
d’amplitude constante a` faible rapport de sollicitation R = 0.1 permettra, dans un pre-
mier temps, d’identifier les parame`tres de propagation CR, m du mate´riau retenu. Un
essai a` chargement d’amplitude constante avec surcharges a` taux τ = 1.7 espace´es tous
les n = 1000 cycles ainsi qu’e´ventuellement un essai a` chargement d’amplitude constante
a` fort rapport de sollicitation (par exemple R = 0.7) permettront ensuite de de´terminer
les parame`tres d’Elber a et b. Diffe´rents essais a` chargements d’amplitude variable simpli-
fie´s de types I (surcharge), II (sous-charge), III (sous-charge surcharge) et IV (surcharge
sous-charge), avec diffe´rents taux de surcharge et de sous-charge, seront ensuite e´tudie´s. Ils
permettront en particulier de de´terminer les taux de blocage d’avance´e de fissure dans les
cas avec surcharges multiples et celui avec surcharge unique. Divers chargements compose´s
de blocs d’amplitude constante de niveaux et rapports de sollicitation diffe´rents ainsi que
quelques spectres de chargement d’amplitude variable plus complexes devront e´galement
eˆtre teste´s. Enfin, des essais sur des e´prouvettes d’e´paisseurs diffe´rentes devront aussi eˆtre
re´alise´s pour calibrer le parame`tre β, coefficient mode´lisant l’e´tat de contraintes (CP ou
DP) de la loi d’e´vanescence des effets d’interaction.
1.5 Conclusion
L’objectif de ce chapitre a en partie consiste´ a` choisir un mode`le de propagation de
fissure apte a` traduire les principaux phe´nome`nes physiques associe´s a` la propagation de
fissure sous chargement d’amplitude variable et compatible avec des analyses probabilistes.
Il est en effet essentiel que le mode`le de propagation de fissure retenu permette de mode´liser
les effets d’interaction, caracte´ristiques des chargements d’amplitude variable, a` temps de
calcul maˆıtrise´ pour pouvoir aborder le proble`me de la tole´rance aux dommages sous l’angle
probabiliste.
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Le mode`le PREFFAS a e´te´ retenu pour ces raisons. Il permet de dissocier les effets du
chargement des effets ge´ome´triques graˆce a` l’hypothe`se de stationnarite´. La mode´lisation
stochastique du chargement propose´ dans les chapitres ulte´rieurs pourra ainsi eˆtre valide´e
en s’affranchissant du type de structure, donc de la ge´ome´trie, et du niveau de charge
applique´, tout en prenant en compte les effets d’interaction propres au chargement. Il
s’agit d’un re´el avantage par rapport aux mode`les type Paris qui ne prennent pas en
compte ces effets d’interaction et aux mode`les plus complexes et difficiles a` mettre en
œuvre pour lesquels il faut spe´cifier la ge´ome´trie et les niveaux de chargement. Le choix
du mode`le PREFFAS confe`re ainsi un caracte`re relativement ge´ne´ral a` la validation du
mode`le stochastique de chargement de´veloppe´ dans la suite du manuscrit.
L’hypothe`se de stationnarite´ du mode`le PREFFAS constitue cependant une limite
majeure du mode`le. Des spectres de chargement constitue´s de se´quences non-re´pe´te´es ne
peuvent en effet pas eˆtre traite´s avec PREFFAS, ce qui repre´sente un obstacle pour une
analyse probabiliste de la tole´rance aux dommages. La solution consiste alors soit a` avoir
recours a` d’autres mode`les (Strip Yield, CORPUS, ONERA, ...), soit a` proposer un mode`le
alternatif qui le`ve cette hypothe`se de stationnarite´. Des e´volutions du mode`le PREFFAS
ont ainsi e´te´ propose´es pour permettre de calculer les avance´es cycle-a`-cycle en prenant en
compte l’effet d’e´vanescence des effets d’interaction aussi bien pour les effets de surcharge
que pour les effets Rainflow et d’aborder les cas de surcharge unique aussi bien que celui
de surcharges multiples.
Cette extension du mode`le PREFFAS (PREFFAS-m), de´veloppe´e en deuxie`me partie
de ce chapitre, devrait rendre son utilisation compatible avec des e´tudes probabilistes
faisant intervenir des spectres de chargement ale´atoires sur l’ensemble de leur longueur.
Le mode`le (PREFFAS-m) devrait e´galement convenir a` des applications de´terministes
spe´cifiques ou` les surcharges sont peu fre´quentes. Les premiers re´sultats de simulations
sugge`rent une bonne pertinence des e´volutions propose´es, devant eˆtre confirme´es par essais.
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Chapitre 2
Outils et donne´es pour la
mode´lisation stochastique du
chargement
Une contribution majeure de ces travaux de recherche est la pro-
position de mode`les stochastiques capables de capturer et de re-
transcrire l’ale´a du chargement de fatigue a` partir de se´quences
de chargement observe´es sur des structures en service et moni-
tore´es. La premie`re partie du chapitre pre´sente essentiellement
les motivations qui nous ont conduit a` de´velopper de tels mo-
de`les ainsi que les outils de la litte´rature les plus approprie´s
pour re´pondre aux proble`mes de fatigue sous chargement ale´a-
toire. La deuxie`me partie du chapitre pre´sente la base de don-
ne´es exploite´e dans le cadre de ces travaux de the`se. Une pre-
mie`re analyse de ces donne´es a conduit a` retenir les mode`les
markoviens pour repre´senter l’ale´a expe´rimentalement observe´.
Ces mode`les sont ensuite de´veloppe´s au chapitre 3.
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2.1 Introduction/Objectifs de la mode´lisation
Les charges supporte´es par un ae´ronef sont de nature ale´atoire en raison de la diversite´
de ses activite´s (type d’usage principal : avion commercial ou avion militaire, avion de
transport militaire ou avion de combat, fluctuations lie´es aux diffe´rentes missions confie´es
a` l’avion, etc) et des incertitudes inhe´rentes a` l’environnement dans lequel il e´volue (per-
turbations atmosphe´riques, intensite´ des manœuvres lie´es au pilotage, charges sol-air-sol,
etc).
Le premier chapitre de the`se a permis de mettre en e´vidence la sensibilite´ du phe´no-
me`ne de fatigue propagation (et plus ge´ne´ralement de fatigue) aux spe´cificite´s des charges
rencontre´es (se´quencement, surcharges et sous-charges). Des essais avec des se´quences de
chargement re´alistes sont ainsi souvent ne´cessaires pour e´valuer la sensibilite´ de ces phe´no-
me`nes et de´montrer l’inte´grite´ en service des structures. Il semble alors naturel de chercher
a` mode´liser ou tout du moins en premie`re approche a` prendre en compte d’une manie`re
simplifie´e les charges re´ellement supporte´es par une structure pour l’analyse de sa tenue a`
la fatigue ou a` la propagation de fissures.
Afin de re´pondre a` cette proble´matique, une approche purement de´terministe consiste
a` de´velopper des se´quences de chargements de fatigue d’amplitude variable caracte´ris-
tiques (e´galement appele´es spectres normalise´s ou standards) qui soient repre´sentatives
des charges complexes re´ellement subies en service. Les premie`res se´quences normalise´es de
chargement de fatigue ont e´te´ de´veloppe´es dans les anne´es 70-80 dans un certain nombre
de domaines inte´resse´s par le dimensionnement en fatigue : automobile, ae´ronautique,
offshore, etc. Le lecteur est invite´ a` consulter l’article de P. Heuler [HK05] pour une
synthe`se de ces chargements types. Deux exemples de se´quences de charges normalise´es
largement utilise´es dans le domaine spe´cifique de l’ae´ronautique sont TWIST (Transport
Wing STandard) [dJSL73, LdJFS79] de´veloppe´e pour les avions de transport civil et FAL-
STAFF (Fighter Aircraft Loading STAndard For Fatigue) [ABvD+76, dJ79] de´veloppe´e
pour les avions de combat. Dans les deux cas, ces spectres sont utilise´s pour mode´liser
les contraintes dans les intrados de voilure pre`s de la jonction avec le fuselage. Ils sont
respectivement compose´s de 4000 et 200 vols. Ces spectres ge´ne´riques sont aujourd’hui
rarement utilise´s en ae´ronautique. Le concepteur d’ae´ronefs pre´fe`re en ge´ne´ral construire
des se´quences de chargement propres a` chaque nouvel ae´ronef a` partir d’enregistrements en
vol dont il dispose, en appliquant un degre´ de conservatisme par rapport aux charges que
la structure est succeptible de rencontrer. Il convient ainsi de souligner que ces se´quences
sont de´terministes malgre´ le contenu statistique des observations expe´rimentales a` partir
desquelles elles sont construites. Par conse´quent, elles ne peuvent pas eˆtre utilise´es pour
simuler ale´atoirement de nouveaux historiques de contraintes. Il est e´galement a` noter que
le calcul de la probabilite´ qu’un sce´nario de de´faillance se produise, tel que la rupture
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d’une pie`ce sous chargements ale´atoires en un endroit donne´ par exemple, est e´galement
exclu.
Afin de reme´dier a` de telles limites, le recours a` une mode´lisation stochastique de ces
phe´nome`nes devient incontournable. Afin de mode´liser convenablement l’ale´a des charges
observe´es, il est ne´cessaire de prendre en compte a` la fois l’ale´a sur les niveaux de charges
et celui e´galement pre´sent sur le se´quencement de ces niveaux, ce se´quencement pouvant
conduire a` des effets dit d’interaction entre cycles en fatigue/propagation qui impactent
directement les vitesses d’avance´e de fissure. L’approche simple et usuelle qui consiste
a` mode´liser le facteur de charge d’une se´quence de chargement de´terministe, pre´alable-
ment de´finie, par une variable ale´atoire, n’est donc pas suffisante. Ceci nous ame`ne a` nous
orienter vers les processus ale´atoires.
Base´e sur une e´tude bibliographique, la section 2.2 introduit les processus stochastiques
qui sont apparus les plus pertinents pour mode´liser des se´quences de chargement de fatigue
ale´atoires. La section 2.3 est ensuite consacre´e a` la pre´sentation de la base de donne´es
mise a` disposition et a` partir de laquelle des mode`les stochastiques de chargement de
fatigue re´alistes sont de´veloppe´s. Enfin, la section 2.4 statue sur le type de processus a`
retenir compte tenu des donne´es pre´sente´es et des objectifs qui sont de´cline´s. Le plan de
ce chapitre est re´sume´ sur la figure 2.1. Les applications s’appuyant sur la mode´lisation
stochastique du chargement propose´e y sont e´galement pre´sente´es.
2.2 Quelques exemples de processus stochastiques
Lorsqu’un statisticien ou un praticien dispose de donne´es, l’un des premiers proble`mes
qu’il se propose de re´soudre est de savoir comment ajuster un mode`le aux observations.
Ainsi, face a` une ou plusieurs re´alisations d’un processus, il cherche a` choisir le meilleur
mode`le possible et a` estimer les parame`tres de ce mode`le de manie`re la plus pre´cise pos-
sible. Les familles de processus e´tant extreˆmement vastes, choisir un mode`le peut s’ave´rer
eˆtre une e´tape de´licate. Par souci de concision, l’e´tude s’est ici restreinte aux processus
utilise´s pour mode´liser les chargements de fatigue dans les domaines d’inte´reˆt, c’est-a`-dire
la propagation de fissure ou la fatigue de manie`re plus ge´ne´rale, ainsi qu’a` des domaines
connexes tels que la mode´lisation des actions du vent et de la houle ou` les donne´es sont
recueillies en grand nombre. Apre`s avoir introduit la notion de processus ale´atoire, les
processus gaussiens, les chaˆınes de Markov a` temps discret, les chaˆınes de Markov ca-
che´es et les mode`les autore´gressifs a` changements de re´gimes markoviens sont brie`vement
pre´sente´s.
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Figure 2.1 – Vue d’ensemble de la mode´lisation stochastique du chargement et des appli-
cations - lien avec les parties aborde´es dans ce me´moire.
2.2.1 Processus ale´atoire
Une multitude d’ouvrages et de cours abordent la the´orie des probabilite´s et des proces-
sus. A titre d’exemple nous pouvons citer les ouvrages de H. Crame`r [Cra46], N. Bouleau
[Bou88], B. Lacaze [LMT97] et de G. Saporta [Sap06] pour la the´orie des probabilite´s,
les ouvrages de H. Crame`r [CL67], N. Bouleau [Bou00] et de B. Solaiman [Sol06] et les
cours de J.-F. Delmas [DJL] et de J. Walrand [Wal04] pour la description des principales
familles de processus stochastiques. Les de´finitions aborde´es dans la suite de ce manuscrit
sont extraites de ces ouvrages.
2.2.1.1 De´finition
Un processus est un phe´nome`ne de´pendant de l’ale´a ω ∈ Ω et d’un autre parame`tre. Ce
parame`tre peut eˆtre le temps (discret ou continu), une coordonne´e spatiale ou toute autre
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variable. Dans ce me´moire, lorsque nous parlons de processus stochastique, nous faisons
re´fe´rence a` des processus temporels, c’est-a`-dire indexe´s sur le temps.
Soit (Ω, F , P) un espace de probabilite´ et T un intervalle de temps (par exemple la
demi-droite R+), X est appele´ processus ale´atoire de´fini sur (Ω, F , P) indexe´ par T , a`
valeurs dans E, appele´ espace d’e´tats, si X ve´rifie l’une des de´finitions suivantes :
• X est une application mesurable de Ω dans ET , c’est a` dire si X est une variable
ale´atoire a` valeurs dans l’espace ET des fonctions de´finies sur T a` valeurs dans E :
X : Ω → ET
ω → Xω : T → E
t→ Xω(t) (2.1)
• X est une application de T dans L0 (Ω, F , P; E) (espace vectoriel des variables
ale´atoires de´finies sur (Ω, F , P) a` valeur dans E) :
X : T → L0 (Ω, F , P; E)
t → Xt : Ω mes→ E
ω → Xt(ω) (2.2)
La deuxie`me de´finition de´crit le processus X comme la donne´e d’une infinite´ de va-
riables ale´atoires {Xt, t ∈ T } de´finies sur le meˆme espace de probabilite´ (Ω, F , P). Si
l’ensemble T est de´nombrable (fini ou infini), le processus est dit a` temps discret. Dans le
cas contraire, il est dit a` temps continu. Pour un ale´a ω fixe´, l’application qui a` t associe la
valeur Xt(ω) est une re´alisation du processus X appele´e e´galement trajectoire du processus.
2.2.1.2 Loi du processus
La loi d’un processus ale´atoire est caracte´rise´e par la donne´e des lois fini-dimensionnelles.
En fait, on parle de la loi du processus {Xt, t ∈ T } lorsque l’on connaˆıt la loi du vecteur
(Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn) pour toute suite finie croissante de temps 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn. Il
est difficile de manipuler ce type de de´finition en pratique.
2.2.1.3 Moments statistiques du premier et second ordres
La fonction moyenne ou encore espe´rance d’un processus stochastiqueX est la fonction
de´terministe t→ mX(t) de T dans E qui, pour chaque valeur de t ∈ T , prend pour valeur
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l’espe´rance mathe´matique de la variable ale´atoire Xt(ω) soit, ∀t ∈ T :
mX(t) = E[Xt(ω)] (2.3)
Notons qu’il s’agit d’un moyennage statistique et non d’un moyennage temporel.
La fonction d’autocorre´lation d’un processus stochastique X est la fonction de´termi-
niste (t, t′) → RX(t, t′), qui pour chaque couple (t, t′) ∈ T × T , prend pour valeur le
moment du second ordre du couple ale´atoire (Xt(ω), Xt′(ω)) soit, ∀t et t′ ∈ T :
RX(t, t
′) = E[Xt(ω)Xt′(ω)] (2.4)
La fonction de covariance d’un processus stochastique X correspond a` la fonction
d’autocorre´lation du processus centre´ associe´. C’est donc la fonction (t, t′) → CX(t, t′)
de´finie par, ∀t et t′ ∈ T :
CX(t, t
′) = E[(Xt(ω)−mX(t))
(
X ′t(ω)−mX(t′)
)
] (2.5)
Il est important de noter que la fonction d’autocorre´lation d’un processus X, RX(t, t
′)
ainsi que la fonction de covariance CX(t, t
′) existent si et seulement si le processus X est
un processus du second ordre, c’est-a`-dire qui ve´rifie : E[X2(t)] <∞, ∀t ∈ T .
2.2.1.4 Stationnarite´ du second ordre
Un processus stochastique est dit stationnaire du second ordre si le caracte`re de sta-
tionnarite´ n’est ve´rifie´ que jusqu’aux moments d’ordre 2 :
• la fonction moyenne est constante : mX(t) = mX = cste, ∀t ∈ T ,
• la fonction d’autocorre´lation ne de´pend que de la diffe´rence τ = t′ − t : RX(t, t′) =
E[Xt(ω)Xt′(ω)] = RX(t
′ − t) = RX(τ) (on note encore RX par abus de notation).
2.2.2 Processus gaussien stationnaire
2.2.2.1 De´finition
Un processus stochastique stationnaire du second ordre X, de´fini sur (Ω, F , P), in-
dexe´ par T ⊂ R, a` valeur dans R, est un processus gaussien stationnaire si les lois fini-
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dimensionnelles de (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn) sont des lois gaussiennes. Ainsi un processus est
gaussien si et seulement si pour chaque ensemble fini d’instants {t1, t2, . . . , tn}, toute
combinaison line´aire α1Xt1 +α2Xt2 + . . . αnXtn est distribue´e suivant une loi gaussienne.
Un processus gaussien est comple`tement de´fini par ses moments du premier ordre mX et
du second ordre CX(t, t
′).
2.2.2.2 Repre´sentation spectrale
La densite´ spectrale de puissance est un outil usuellement employe´ pour de´crire les
processus stationnaires du second ordre (tels que E[X2(t)] < ∞, ∀t ∈ T ). Elle permet
d’e´tudier la re´partition de l’e´nergie (E[X2(t)]) dans l’espace des fre´quences f . D’une ma-
nie`re analogue a` l’e´tude des signaux de´terministes, on cherche ainsi a` exploiter l’espace
des fre´quences qui est l’espace dual du temps.
Dans le cas continu, la densite´ spectrale de puissance SX(f) d’un processus stationnaire
du second ordre est la transforme´e de Fourier, note´e TF , de sa fonction d’autocorre´lation
RX(τ). On utilise parfois la notion de pulsation ω = 2πf dans les formulations ci-dessous.
SX(f) =
∫ +∞
−∞
RX(τ)e
−j2pifτdτ (2.6)
On a re´ciproquement :
RX(τ) =
∫ +∞
−∞
SX(f)e
+j2pifτdf (2.7)
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Figure 2.2 – Simulation d’un processus gaussien a` bande e´troite et sa densite´ spectrale de
puissance.
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Un processus gaussien stationnaireX est ainsi comple`tement caracte´rise´ par sa moyenne
mX et sa densite´ spectrale SX . On peut distinguer deux types de processus gaussiens : les
processus a` bandes e´troites (figure 2.2) et les processus a` bandes larges (figure 2.3).
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Figure 2.3 – Simulation d’un processus gaussien a` bande large et sa densite´ spectrale de
puissance.
2.2.2.3 Processus gaussiens pour des chargements de fatigue
Applications en fatigue. Les processus gaussiens stationnaires ont trouve´ des appli-
cations en fatigue dans les secteurs ae´rospatial et automobile. Nous pouvons par exemple
citer les travaux de X. Pitoiset [Pit01], de D. Benasciutti [BT05] et de G. Genet [Gen06].
La the`se de X. Pitoiset [Pit01] est consacre´e au de´veloppement de me´thodes spectrales
pour le calcul de l’endommagement de structures soumises a` des vibrations ale´atoires sup-
pose´es gaussiennes. Un des objectifs de ses travaux est de re´duire les temps de calculs
associe´s aux calculs d’endommagement de structures soumises a` des chargements uni-
axiaux et multiaxiaux, traditionnellement e´tablis dans le domaine temporel, en re´solvant
le proble`me dans le domaine fre´quentiel. La validite´ des me´thodes de´veloppe´es et les gains
de temps ont e´te´ de´montre´s par rapport aux approches temporelles, approches exactes,
a` partir d’exemples e´le´ments finis de grande taille (ex : e´tude de la tuye`re divergente du
moteur Vulcain II d’Ariane V).
De manie`re analogue au deuxie`me chapitre de the`se de X. Pitoiset, D. Benasciutti
[BT05] compare les diffe´rentes me´thodes spectrales d’approximation du calcul de dure´e
de vie existantes aux re´sultats exacts des simulations temporelles. Les exemples traite´s
conside`rent des chargements uniaxiaux mode´lise´s par des processus gaussiens de diffe´rentes
largeurs de bande. Il propose e´galement une me´thode alternative aux approches existantes.
L’objectif est d’e´viter la ge´ne´ration d’historiques et la proce´dure de comptage des cycles
Rainflow qui sont tre`s couˆteuses en temps.
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Dans sa the`se applique´e a` la fatigue automobile, G. Genet [Gen06] travaille e´galement
sur les relations the´oriques entre calcul de dommages et parame`tres de chargements gaus-
siens uniaxiaux et multiaxiaux. Dans ses travaux de the`se, de´die´s aux approches probabi-
listes du dimensionnement en fatigue thermique des structures, Z. Gue´de´ [Gue´05] utilise
quant a` lui les processus gaussiens pour mode´liser les incertitudes sur le chargement de
fatigue thermique.
Applications en propagation de fissure. Les processus gaussiens ont e´galement
trouve´ leur utilite´ en propagation de fissure.
S. Ustilovsky [UA99] et W.F. Wu [WN07] investiguent par exemple la dispersion du
phe´nome`ne de propagation de fissure observe´e dans les alliages d’aluminium 2024-T3,
2024-T351 et 7075-T6. Des e´prouvettes contenant une ou plusieurs fissures soumises a` des
chargements d’amplitude constante et a` des chargements d’amplitude variable sont pour
cela teste´es. Les chargements d’amplitude variables sont ici ge´ne´re´s a` l’aide de processus
gaussiens.
L’impact de la variabilite´ du chargement sur la dispersion du processus de propagation
de fissure a e´te´ e´tudie´ expe´rimentalement et nume´riquement a` Se´ville et a` Ma´laga en
Espagne [DZP97, ZMD97, MZD03, ZMGHD05]. Dans ces e´tudes, les structures fissure´es
sont mode´lise´es par des e´prouvettes CT (W = 50 mm, B = 12 mm) soumises a` des
se´quences de chargement d’amplitude variable ale´atoires simule´es a` l’aide de processus
gaussiens. Les caracte´ristiques des processus gaussiens des diffe´rentes se´ries de tests sont
reporte´es sur la figure 2.4.
Le parame`tre ǫ, appele´ facteur d’irre´gularite´, est de´fini par :
ǫ =
M2√
M0M4
(2.8)
ou` Mn est le moment spectral d’ordre n du processus gaussien stationnaire de densite´
spectrale S(ω) (ω = 2πf) de´fini comme suit (cas du temps continu) :
∫ +∞
−∞
ωnS(ω)dω (2.9)
Les auteurs e´tudient en particulier l’effet de la largeur de bande du processus gaussien,
celui du nombre de cycles applique´s par se´quence et celui des valeurs extreˆmes sur la dis-
persion du phe´nome`ne de propagation de fissure. Ils explorent aussi les poids respectifs de
l’ale´a de chargement et de l’ale´a mate´riau sur les dispersions des re´sultats de propagation.
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Figure 2.4 – Se´ries de chargement d’amplitude variable simule´es par processus gaussiens,
re´fe´rence [ZMGHD05].
De ces e´tudes parame´triques il ressort principalement que la dispersion sur la dure´e de
vie en propagation de fissure est essentiellement sensible a` la longueur des se´quences de
chargement (qui sont ensuite re´pe´te´es jusqu’a` rupture) et aux valeurs extreˆmes rencontre´es
dans ces se´quences. La part de l’ale´a de chargement par rapport a` celle de l’ale´a mate´riau,
contribuant a` la dispersion du phe´nome`ne de fatigue, semble de´pendre des longueurs des
se´quences de chargements re´pe´te´es jusqu’a` rupture.
Il est important de noter que, pour l’ensemble de ces e´tudes, les parame`tres (moyennes
et densite´s spectrales) des processus gaussiens utilise´s sont arbitrairement de´finis. De ce fait
ces analyses ne contiennent aucune information statistique relative a` des charges re´ellement
rencontre´es en service sur des structures. Les re´sultats pre´sente´s doivent donc eˆtre examine´s
avec toute la re´serve ne´cessaire, en l’absence d’un vrai contenu statistique.
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2.2.3 Processus de Markov
2.2.3.1 De´finition
Un processus stochastiqueX est appele´ processus de Markov, si pour tout sous-ensemble
fini d’instants {ti, i = 1, 2, . . . , n} tel que t1 < t2 < . . . < tn, la distribution conditionnelle
de Xtn connaissant Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn−1 de´pend seulement de Xtn−1 :
P
(
Xtn = xn |Xtn−1 = xn−1, Xtn−2 = xn−2, . . . , Xt1 = x1
)
= P
(
Xtn = xn |Xtn−1 = xn−1
)
(2.10)
Cela signifie que le futur ne de´pend du passe´ que par l’interme´diaire du pre´sent. C’est
la proprie´te´ de Markov. Cette de´finition peut eˆtre ge´ne´ralise´e au cas ou` la distribution
conditionnelle de Xtn de´pend des r pre´ce´dentes variables ale´atoires. Le processus est alors
qualifie´ de processus de Markov d’ordre r.
Suivant la nature de l’espace des e´tats E (discret ou continu) ainsi que de l’espace des
temps T (discret ou continu), les processus de Markov sont divise´s en 4 classes : les chaˆınes
de Markov a` temps discret (E et T discrets), les chaˆınes de Markov a` temps continu (E
discret et T continu), les processus de Markov a` temps discret (E continu et T discret) et
les processus de Markov a` temps continu (E et T continus).
2.2.3.2 Chaˆınes de Markov a` temps discret d’ordre 1
Une chaˆıne de Markov a` temps discret (Xn = Xtn)n∈N d’ordre 1 est une suite de va-
riables ale´atoires X(ω) a` valeurs dans un espace fini et discret E, dont l’e´volution de´pend
des probabilite´s de transiter entre les e´tats ek de l’espace des e´tats E note´ par :
E = {ek, k ∈ {1, 2, . . . ,K}} (2.11)
La loi d’une chaˆıne de Markov est de´finie par la donne´e des probabilite´s de transition
qui forment la matrice de transition P et la loi de X1. Si K est le cardinal de l’espace
des e´tats E (card(E) = K), la matrice de transition P d’une chaˆıne de Markov d’ordre 1
s’e´crit :
P =


p1,1 p1,2 . . . p1,K
p2,1 p2,2 . . . p2,K
...
... . . .
...
pK,1 pK,2 . . . pK,K


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ou` pi,j = P (Xn+1 = ej |Xn = ei ).
Chaque ligne de la matrice est une distribution de probabilite´ qui ve´rifie :
K∑
j=1
pi,j = 1 , 0 ≤ pi,j ≤ 1 pour i = 1, . . . , K (2.12)
Le nombre de probabilite´s de transition a` estimer de´pend du nombreK d’e´tats possibles
de la chaˆıne mais e´galement de l’ordre de la chaˆıne [SBWH+05].
2.2.3.3 Applications
L’estimation du dommage en fatigue a` partir de chargements de fatigue mode´lise´s par
des chaˆınes de Markov a fait l’objet de plusieurs travaux de recherche. Les avance´es les
plus connues dans ce domaine concernent les travaux de I. Rychlik [Ryc96] et P. Johan-
nesson [Joh99]. Un des objectifs principaux de leurs travaux est le calcul des dommages a`
partir des matrices Rainflow (des chargements de fatigue) pre´alablement calcule´es a` partir
des matrices de transition des chaˆınes de Markov d’ordre 1 a` temps discret, utilise´es pour
mode´liser le chargement de fatigue. I. Rychlik et P. Johannesson ont ainsi propose´ des
relations explicites qui lient les matrices Rainflow aux matrices de transition. Des rela-
tions inverses ont e´galement e´te´ de´veloppe´es permettant de reconstruire des se´quences de
chargement mode´lise´es par des chaˆınes de Markov a` partir d’une matrice Rainflow. Une
me´thode est aussi propose´e pour assurer l’alternance des contraintes maximales et mini-
males, caracte´ristiques des chargements de fatigue, lors des simulations de se´quences de
chargement a` partir des chaˆınes de Markov. Il s’agit d’alterner a` chaque pas de la chaˆıne
deux matrices de transition, respectivement note´es F et Fˆ dans ces re´fe´rences, l’une tra-
duisant les probabilite´s de passer d’un minimum a` un maximum et l’autre les probabilite´s
de passer d’un maximum a` un minimum.
D’autres auteurs comme G. Genet [Gen06] ont e´galement de´veloppe´ des outils pour
le calcul du dommage a` partir des chaˆınes de Markov. Re´cemment enfin, Y. Ling et al.
[LSMS11] ont e´tudie´ les me´thodes de comptage Rainflow, les chaˆınes de Markov et les
processus ARMA [BJR94] pour caracte´riser et reconstruire des chargements de fatigue.
Les chaˆınes de Markov, qui voient quelques applications en fatigue, sont largement
utilise´es dans d’autres domaines : e´conomie, re´seaux et communications, biologie, sante´,
alimentaire, reconnaissance de la parole, etc. Elles sont aussi couramment utilise´es pour
de´crire les phe´nome`nes me´te´orologiques (vent, e´tats de mer, pluie) ou` les donne´es sont
nombreuses [JL86, PNML00, SBWH+05].
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2.2.4 Processus AR a` changements de re´gimes markoviens
2.2.4.1 Mode´lisation
Un processus autore´gressif (AR) a` changement de re´gimes markoviens (note´ MS-AR
pour Markov Switching AutoRegressive model) est un processus bivarie´ {St, Xt} ou` St
de´signe une chaˆıne de Markov d’ordre 1, et pour lequel, conditionnellement a` St, Xt est
un processus AR non ne´cessairement homoge`ne et non ne´cessairement line´aire d’ordre r.
La distribution conditionnelle de Xt sachant {St′}t′≤t et {Xt′}t′≤t de´pend uniquement de
la connaissance de {Xt′}t−r≤t′≤t−1 et de St, comme illustre´ sur la figure 2.5. Le processus
St est dit processus cache´ alors que Xt est dit processus observable.
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Figure 2.5 – Graphe d’inde´pendance conditionnelle pour le mode`le AR a` changements de
re´gimes markoviens d’ordre r = 1.
Les mode`les AR les plus couramment utilise´s dans la litte´rature s’e´crivent sous la
forme :
Xt = f (Xt−r, Xt−r+1, . . . , Xt−1) + ǫt (2.13)
ou` ǫt est un processus temporel (par exemple un bruit blanc) et f une fonction line´aire ou
non-line´aire de Er dans E. Le lecteur est invite´ a` consulter les re´fe´rences [Gue´94, Ham94]
pour plus de de´tails sur les mode`les de re´gression (AR) utilise´s pour mode´liser des se´ries
temporelles.
2.2.4.2 Cas particuliers : chaˆınes de Markov cache´es
Les mode`les AR a` changements de re´gimes markoviens regroupent un grand nombre
de mode`les. Dans le cas particulier ou` r = 0, le processus {St, Xt} devient une chaˆıne
de Markov cache´e (note´e HMM pour Hidden Markov Model). La loi conditionnelle de Xt
sachant {Xt′}t−r≤t′≤t−1 et St de´pend ici uniquement de St, comme illustre´ sur la figure 2.6.
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Figure 2.6 – Graphe d’inde´pendance conditionnelle pour le mode`le HMM.
2.2.4.3 Applications
Les mode`les autore´gressifs (AR) a` changements de re´gimes introduits il y a 20 ans par
Hamilton [Ham90, Ham93] ont largement e´te´ utilise´s en e´conome´trie mais e´galement en
reconnaissance de la parole (voir [Rab90] pour une vue d’ensemble des mode`les utilise´s dans
ce domaine). Ils ont aussi re´cemment e´te´ employe´s pour mode´liser les se´ries temporelles
de vent par P. Ailliot [Ail04]. L’auteur explique ne´anmoins que l’identification et la mise
en œuvre de tels mode`les sont des e´tapes parfois longues et qui n’aboutissent pas toujours
suivant la complexite´ des mode`les retenus. Il souligne par ailleurs l’inte´reˆt des chaˆınes de
Markov pour mode´liser et ge´ne´rer des se´ries temporelles du vent, qualifie´es de me´thodes
rapides et faciles a` mettre en œuvre.
2.2.5 Conclusion
Les classes de processus brie`vement introduites pre´ce´demment repre´sentent des can-
didats potentiels pour la mode´lisation des chargements de fatigue. L’e´tude des donne´es
mises a` disposition et les objectifs de la mode´lisation permettent de se´lectionner le ou
les mode`les les plus ade´quats parmi ceux e´voque´s, ce qui fait l’objet de la partie 2.3. Il
s’agit ensuite de proposer une formulation pertinente pour une utilisation en propagation
de fissure, ce qui est traite´ au chapitre 3.
2.3 Base de donne´es de chargement
2.3.1 Introduction
Le travail de the`se s’appuie sur un ensemble de donne´es mesure´es en vol sur une flotte
d’avions de combat. L’objectif de cette section est de pre´senter ces donne´es et le traitement
qui en est fait. L’analyse de ces donne´es fournit des e´le´ments pour orienter le choix de la
mode´lisation stochastique du chargement en fatigue. Ce choix est fait a` la section 2.4.
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Les donne´es brutes sont constitue´es d’un ensemble de 27458 enregistrements temporels
d’acce´le´ration en un point spe´cifique des ae´ronefs de la flotte. On suppose que l’e´chantillon-
nage est uniforme et que ces donne´es sont donc repre´sentatives de l’activite´ de la flotte.
Les enregistrements commencent au de´collage lorsque les roues ne touchent plus le sol et
stoppent automatiquement 30 secondes apre`s atterrissage physique de l’appareil (top train
avant). Ces donne´es d’acce´le´ration ont e´te´ post-traite´es par DGA/TA afin de fournir des
se´quences temporelles repre´sentatives d’une contrainte en un point spe´cifique de la struc-
ture de l’ae´ronef (bord d’un ale´sage sur un longeron principal de voilure, qui repre´sente
un e´le´ment structural de l’ae´ronef, voir figure 2.7).
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Figure 2.7 – Ele´ments principaux de voilure.
Il est a` noter que la variabilite´ observe´e sur les niveaux de chargements en contrainte,
leur se´quencement et la dure´e d’un vol est lie´e a` celles :
• sur le choix de l’ae´ronef au sein de la flotte,
• sur les missions confie´es aux ae´ronefs de la flotte,
• sur les techniques de pilotage lie´es au pilote, et
• sur les conditions environnementales dans lesquelles l’ae´ronef e´volue (rafales par
exemple).
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2.3.2 Caracte´ristiques principales des enregistrements
Allure des trajectoires. Chaque se´rie temporelle est caracte´rise´e par une se´rie de
contraintes enregistre´es a` des instants qui varient automatiquement en fonction de l’activite´
de l’avion (de base toutes les 30 secondes, au minimum toutes les 0.01 secondes en cas
de manœuvres se´ve`res par exemple) et une dure´e du vol. Elle peut ainsi eˆtre vue comme
la re´alisation d’un processus et constitue donc une trajectoire. La figure 2.8 illustre deux
trajectoires observe´es.
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Figure 2.8 – Exemples de trajectoires de contraintes observe´es (contraintes norme´es par
rapport a` la contrainte maximale σm sur l’ensemble des donne´es).
Re´partition par classes des trajectoires. Les 27458 vols sont re´partis en 27 classes de
vols repre´sentatives de l’activite´ de la flotte d’avions conside´re´e et de´finies par DGA/TA,
voir figure 2.9. Chaque classe contient les vols qui ont e´te´ enregistre´s sur des structures
qui effectuent le meˆme type de mission et qui ont une meˆme configuration d’emports
externes, c’est-a`-dire avec un meˆme nombre de re´servoirs de carburant supple´mentaires et
un armement (par exemple missiles) similaire. En ne conside´rant que le crite`re “type de
configuration d’emports externes”, l’ensemble des trajectoires peut eˆtre scinde´ en 4 grandes
classes :
• Configuration le´ge`re (373 vols)
• Configuration avec un unique re´servoir supple´mentaire ou sans emport annexe (2765
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vols)
• Configuration avec 2 re´servoirs supple´mentaires et emports annexes lourds (23025
vols)
• Configuration avec 2 re´servoirs supple´mentaires et emports annexes tre`s lourds (1295
vols)
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Figure 2.9 – Diagramme des fre´quences relatives pour les classes de vols.
Niveaux de contrainte et dure´es des vols par classe. La moyenne des contraintes σ
norme´es par rapport a` la valeur maximale des charges observe´e σm ainsi que les intervalles
de confiance empiriques (IC) a` 95% et a` 99% sur les contraintes sont reporte´s sur la
figure 2.10(a) pour chacune des classes de vols. De meˆme, la dure´e moyenne des vols par
classe et l’intervalle a` 95% sont illustre´s sur la figure 2.10(b).
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Figure 2.10 – Intervalles de confiance et moyennes des niveaux de contraintes et des dure´es
des vols pour chacune des classes.
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Les contraintes les plus se´ve`res sont releve´es pour les configurations le´ge`re et avec un
re´servoir ou sans emport additionnel. Les niveaux de charges sont e´galement en moyenne
plus e´leve´s pour ces deux configurations lorsque les dure´es de vol sont les plus courtes, ce qui
est cohe´rent avec des re´serves moindres en carburant par rapport aux deux configurations
les plus lourdes. Enfin la dispersion sur les charges observe´es, ici caracte´rise´e par l’e´tendue
de l’intervalle de confiance (IC), est e´galement plus large pour les deux configurations les
plus le´ge`res.
Les deux cate´gories les plus le´ge`res pre´sentent ainsi des charges en vol potentiellement
plus se´ve`res et plus disperse´es que les deux cate´gories les plus lourdes, ce qui sugge`re deux
domaines de vol distincts.
Niveaux de contrainte avec ou sans re´serve de carburant. Les instants ou` les
re´servoirs de carburant supple´mentaires emporte´s sont vides sont e´galement releve´s pour
chacune des trajectoires. Il parait inte´ressant d’observer si les niveaux de contraintes mesu-
re´s avant et apre`s cet instant, appele´ “top carburant” sont foncie`rement diffe´rents puisque
le domaine de vol pour les appareils alle´ge´s devient plus e´tendu et donc potentiellement
plus se´ve`re. Dans un tel cas, un processus pour chaque phase devrait eˆtre propose´. Les
moyennes des contraintes et les IC a` 99% sont porte´s sur la figure 2.11 pour chacune des
deux phases et pour chacune des classes.
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Figure 2.11 – Niveaux de contrainte avant et apre`s “top carburant” pour chacune des
classes.
Globalement les meˆmes niveaux de contraintes sont observe´s avant et apre`s le “top
carburant”pour les deux configurations les plus lourdes et la configuration avec un re´servoir
ou sans emports annexes. Concernant la configuration le´ge`re, il n’y a pas de re´servoir
supple´mentaire et donc le “top carburant” est releve´ imme´diatement apre`s le de´collage,
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soit donc apre`s enregistrement de quelques contraintes uniquement. Ainsi l’IC pour cette
configuration est tre`s resserre´ autour de la moyenne.
Finalement il n’y a pas un impact fort de l’e´volution du volume de carburant des
re´servoirs additionnels sur la se´ve´rite´ des charges observe´es. Ainsi il est choisi de ne pas
se´parer les deux phases de vol dans la construction du mode`le stochastique de chargement.
2.3.3 Groupes de trajectoires
E´tant donne´es les diffe´rentes exigences ope´rationnelles de la flotte d’avions de combat
e´tudie´e, le mode`le stochastique de chargement ide´al devrait eˆtre capable de traduire ces
diffe´rentes utilisations de la flotte en offrant un mode`le stochastique pour chacune des 27
cate´gories. Cependant de nombreuses classes ne contiennent que quelques vols d’apre`s le
diagramme des fre´quences, voir figure 2.9. 13 classes contiennent en effet moins de 30 vols.
Ces faibles tailles d’e´chantillons laissent pre´sager des difficulte´s pour l’identification d’un
processus ade´quat avec une pre´cision satisfaisante.
L’ensemble des vols a ainsi e´te´ pre´ce´demment re´parti en quatre classes suivant le crite`re
“type de configuration d’emports externes”. Ces quatre grandes classes de vol sont plus peu-
ple´es mais la re´partition des donne´es reste tre`s ine´gale. La configuration le´ge`re rassemble
par exemple 373 vols contre 23025 vols pour la cate´gorie lourde.
Il est finalement choisi de re´partir l’ensemble des donne´es en deux grands groupes de
vols, avec domaines de vol distincts, de manie`re a` augmenter la taille des e´chantillons. Les
deux groupes forme´s rassemblent respectivement les configurations lourde et tre`s lourde
(soit 24320 vols), appele´ groupe “A” et les configurations le´ge`re et avec un re´servoir (soit
3138 vols), appele´ groupe “B”. Ces deux groupes sont suppose´s dans la suite repre´sentatifs
de deux utilisations principales de la flotte. Cette se´lection a e´te´ re´alise´e sur la base de
l’expertise de DGA/ TA. Une analyse de classification, reporte´e en annexe C et mene´e de
manie`re inde´pendante, confirme ce choix. Un mode`le stochastique de chargement est ainsi
propose´ pour chacune de ces exigences ope´rationnelles.
Regrouper les donne´es permet ainsi de lever partiellement voir comple`tement le pro-
ble`me du manque de donne´es pour l’identification de processus. Cependant le re´dacteur
a conscience que des difficulte´s d’identification des processus stochastiques peuvent aussi
eˆtre sous-jacentes a` une telle hypothe`se. Il peut en effet eˆtre de´licat de “caler” un mode`le
stochastique sur des re´alisations qui proviennent en fait de processus stochastiques tre`s
diffe´rents les uns des autres.
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2.3.4 Analyse temporelle des donne´es
2.3.4.1 Introduction
Les analyses pre´liminaires des donne´es ont conduit a` conside´rer deux groupes de trajec-
toires distinctes et a` ne pas se´parer les deux phases de vol (avant et apre`s “top carburant).
Il s’agit donc maintenant de proposer un mode`le stochastique de chargement pour chacun
des deux groupes “A” et “B”.
Une approche usuelle consiste a` vouloir identifier un processus ale´atoire continu sur
les se´quences temporelles mesure´es. Une telle approche est grandement simplifie´e si le
processus a` identifier posse`de des proprie´te´s bien spe´cifiques. On peut citer pour exemple
le cas des processus gaussiens stationnaires pour lesquels il existe des me´thodes et outils
performants pour leur identification et leur simulation. Il est e´galement a` noter que ces
processus peuvent eˆtre utilise´s dans des analyses de fiabilite´ assez classiques, meˆme s’il faut
souvent envisager des me´thodes de simulation qui se re´ve`lent assez couˆteuses en temps de
calcul.
L’objectif de la section 2.3.4 est d’analyser les trajectoires mesure´es afin d’en appre´-
hender leurs caracte´ristiques et in fine voir s’il est possible et judicieux d’envisager une
utilisation de processus ale´atoires continus, voire gaussiens et stationnaires.
2.3.4.2 Caracte´ristiques globales
Le tableau 2.1 re´sume les principales caracte´ristiques des trajectoires de chargement
observe´es pour les deux utilisations de la flotte e´tudie´e, c’est-a`-dire pour les deux groupes
de donne´es “A” et “’B”.
2.3.4.3 Moments statistiques du premier et second ordres, lois
L’identification de processus scalaires continus stationnaires du second ordre X com-
mence par l’e´tude de la stationnarite´ du processus e´tudie´. Un processus du second ordre
est dit faiblement stationnaire si sa fonction moyennemX(t) est constante ∀t et sa fonction
de covariance CX(t, t
′) ne de´pend que de la diffe´rence entre les instants t et t′. La seconde
e´tape consiste ensuite a` e´tudier le syste`me des lois fini-dimensionnelles, voir 2.2.1.
La fonction moyenne mX(t) et la fonction de covariance CX(t, t
′) d’un processus
stochastique estime´es a` partir de trajectoires observe´es sont en pratique e´value´es aux ins-
tants de mesures des trajectoires, ce qui impose une discre´tisation commune de l’ensemble
des trajectoires et une longueur (dure´e) identique. Chaque instant ti des mesures est ainsi
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Tableau 2.1 – Caracte´ristiques des trajectoires de chargements pour chacun des deux
groupes.
groupe “A” (24320 vols) groupe “B” (3138 vols)
σmin −0.598 −0.479
σmax 0.845 1.0
CONTRAINTES σ/σm σmoyen 0.146 0.181
E´cart-type 0.093 0.126
% σ < 0 0.54 0.91
dmin 472.1 500.9
dmax 8592 6400
DURE´E des vols d (s) dmoyenne 4801.6 2798.4
E´cart-type 1313.6 743.4
pourvu d’unN -e´chantillon de re´alisations de la variable ale´atoireXti(ω), ou`N est constant
pour l’ensemble des instants de discre´tisation ti.
D’apre`s le tableau 2.1 et le paragraphe 2.3.2, les trajectoires a` disposition ne ve´rifient
pas ces deux crite`res, ce qui exclut une analyse directe a` partir des donne´es en contraintes
fournies. Une premie`re ide´e est alors d’adopter la de´marche usuelle suivante :
1. Troncature des trajectoires : afin d’avoir un meˆme nombre de re´alisations a`
chaque instant ti, seule la partie commune des trajectoires est e´tudie´e.
2. Interpolation statistique entre les instants de mesure : les mesures e´tant re´a-
lise´es a` des instants variables d’une trajectoire a` l’autre, une interpolation line´aire
entre les instants de mesures est re´alise´e pour chacune des trajectoires. Une inter-
polation par Krigeage [Mat62, Mat63] pourrait e´galement eˆtre envisage´e mais cela
supposerait qu’on admette l’hypothe`se de stationnarite´.
3. Discre´tisation a` pas constant : les trajectoires continues (obtenues par interpo-
lation) sont ensuite discre´tise´es avec un pas de temps constant. Cette discre´tisation
doit respecter le crite`re d’e´chantillonnage de Nyquist-Shannon.
4. Analyse statistique : Les fonctions moyenne et covariance ainsi que les lois aux
instants ti sont enfin e´tudie´es.
Une telle analyse a e´te´ initie´e pour chacun des groupes “A” et “B”. On ne pre´sente ici
que les re´sultats obtenus a` partir du groupe “B” de donne´es, par souci de concision.
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A l’e´tape 1, les trajectoires n’ont pas e´te´ tronque´es a` leur partie commune. Cette
plage commune e´tant restreinte (500.9 secondes pour le groupe “B”) il a e´te´ de´cider de
conserver uniquement les trajectoires les plus longues. On se´lectionne ici les trajectoires du
groupe“B”qui ont une dure´e minimale de 2250 secondes (choix arbitraire). Cela permet de
conserver 75% des trajectoires du groupe pour l’analyse statistique. Les fonctions moyenne
mX(t) et e´cart-type σX(t) du processus sous-jacent au groupe “B”, estime´es a` partir de
ces trajectoires, sont trace´es sur les figures 2.12(a) et 2.12(b). Des allures similaires sont
obtenues pour les estime´es des fonctions moyenne et e´cart-type a` partir du groupe de
donne´es “A”.
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Figure 2.12 – Estimations des fonctions moyenne et e´cart-type pour le groupe “B”.
D’apre`s ces figures, les processus ne sont visiblement pas stationnaires en moyenne et
en variance. Afin de re´duire le degre´ de non-stationnarite´, le processus sous-jacent Y de´fini
par (X −mX)/σX est conside´re´. Le processus Y de´fini de cette manie`re est stationnaire
en moyenne et en variance. Il s’agit ensuite d’examiner si celui-ci est stationnaire en cova-
riance. Pour ce faire, on trace l’estimation de la covariance CY (t, t
′) du groupe “B”, voir
figure 2.13 et on regarde si les covariances CY (t, t
′) calcule´es entre les variables ale´atoires
Yt et Yt′ ∀t et t′ ve´rifiant τ = t′− t = cste sont les meˆmes. On observe ici que la covariance
CY (t, t
′) n’est pas constante pour une diffe´rence τ = t′ − t donne´e et donc que celle-ci ne
de´pend pas uniquement de cette diffe´rence. Le processus Y n’est donc pas stationnaire en
covariance. Des observations similaires sont obtenues pour le groupe “A”.
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Figure 2.13 – Covariance du processus Y = X−mXσX pour le groupe “B”.
Par ailleurs les allures des lois des variables ale´atoires Yti , non reporte´es ici, diffe`rent
les unes des autres et ne peuvent pas eˆtre conside´re´es gaussiennes de manie`re satisfaisante.
2.3.4.4 Conclusion
Cette bre`ve e´tude temporelle permet de montrer qu’il n’est pas imme´diat d’identifier
un processus scalaire continu et stationnaire du second ordre, a` partir des deux groupes de
se´ries temporelles disponibles. L’analyse des deux premiers moments statistiques montre
par ailleurs que les processus ne sont pas stationnaires et que les lois identifie´es a` quelques
instants ne sont ni gaussiennes, ni du meˆme type.
On peut e´galement douter de la validite´ d’une telle approche d’identification qui d’une
part ne prend en compte qu’une partie de l’information disponible (la troncature des trajec-
toires engendre une perte importante de l’information) et d’autre part cre´e de l’information
entre les instants de mesures lors de l’interpolation, ou` l’e´volution des contraintes n’est
pas connue.
Enfin, on peut s’interroger sur la pertinence d’une approche en temps continu puisque
les chargements de fatigue et de propagation de fissure ne sont de´finis que par des se´quences
de cycles. Les trajectoires simule´es avec de tels processus continus devraient donc en plus
eˆtre filtre´es pour obtenir des se´quences de “maximums-minimums”.
Pour l’ensemble des raisons e´voque´es, il semble assez illusoire et peu pertinent d’abor-
der les donne´es de chargement a` disposition sous l’angle des processus a` temps continu.
L’utilisation de processus gaussiens stationnaires est e´galement a` proscrire, les hypothe`ses
requises n’e´tant pas ve´rifie´es.
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2.4 Choix des chaˆınes de Markov
2.4.1 Motivation
Compte tenu des remarques faites en conclusion au 2.3.4.4 et de l’objectif qui est de
mode´liser des suites de cycles de fatigue dans lesquelles la notion de temps n’est pas ex-
plicite, les processus gaussiens sont exclus des candidats potentiels pour mode´liser l’ale´a
des chargements de fatigue pre´sente´s au paragraphe 2.2. Les chaˆınes de Markov du pre-
mier ordre a` temps discret et les chaˆınes de Markov cache´es (e´galement a` temps discret),
suppose´es relativement faciles a` utiliser, sont quant a` elles se´lectionne´es pour re´pondre a`
la proble´matique. Il important de noter que dans le cadre de ce me´moire il n’est pas choisi
d’investiguer la piste des processus autore´gressifs a` changements de re´gimes markoviens,
plus complexes a` mettre en œuvre.
Il n’est e´galement pas envisage´ de mode´liser les phe´nome`nes physiques tels que les
turbulences, les rafales ou encore les phases de vol comme J.Y. Plantec le propose dans
ses travaux de the`se [Pla94]. Ces phases sont difficiles a` identifier a` partir des donne´es a`
disposition. Par ailleurs, ce sont les manœuvres qui sont principalement responsables des
charges les plus se´ve`res pour la flotte d’avions de combat conside´re´e ici. La mode´lisation
des se´quences de chargement de fatigue a` partir des se´ries temporelles observe´es est ainsi
le seul but recherche´ dans les travaux pre´sente´s.
2.4.2 De´finition des mode`les propose´s
La formulation des chaˆınes de Markov, pre´sente´e au 2.2.3.2, permet d’envisager une
infinite´ de mode`les. La difficulte´ re´side tout d’abord dans la de´finition de la variable ale´a-
toire Xn (que repre´sente cette quantite´ ?) et dans la de´finition de l’espace des e´tats E
(nombre et choix des e´tats).
Diffe´rentes pistes ont ainsi e´te´ initialement explore´es lors de ces travaux de recherche
pour mode´liser des chargements de fatigue. Elles sont re´sume´es sur la figure 2.14. Quatre
types de chaˆınes de Markov ont en particulier e´te´ propose´s pour la de´finition d’une se´quence
de cycles de fatigue :
1. Xn repre´sente une contrainte quelconque de la se´quence, “min” ou “max”. La plage
des contraintes observe´es est se´pare´e en Kc classes et chacune des classes est rempla-
ce´e par une contrainte unique note´e ek. L’espace des e´tats E est donc fini de cardinal
Kc, a` de´finir a` partir des donne´es. Les probabilite´s de la matrice de transition P cor-
respondent aux probabilite´s de passer d’un niveau de contrainte ek a` un autre. Une
telle de´finition de Xn n’implique pas ne´cessairement la simulation alterne´e des mi-
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nimums et maximums.
2. Xn repre´sente e´galement une contrainte quelconque de la se´quence, “min” ou “max”,
et l’espace des e´tats E est identique a` celui du mode`le 1. Deux matrices de tran-
sition P (“min”→ “max”) et P’ (“max”→ “min”) sont ici construites pour assurer
l’alternance des contraintes “max-min” caracte´ristique des chargements de fatigue,
ce qui n’est pas le cas du mode`le 1. Cette de´finition a initialement e´te´ propose´e par
I. Rychlik [Ryc96] et P. Johannesson [Joh99] pour des applications en fatigue. Il est
important de noter qu’une telle mode´lisation ne correspond pas rigoureusement a`
la de´finition des chaˆınes de Markov de par l’alternance des matrices de transition le
long de la se´quence.
3. Xn = {Mn; mn} repre´sente ici un cycle de fatigue ou` Mn et mn sont respective-
ment le maximum et le minimum de ce cycle Xn. L’espace des e´tats est constitue´ de
K = Kc(Kc − 1)/2 cycles, ou` Kc correspond toujours au nombre total de classes de
contraintes choisies pour discre´tiser la distribution des contraintes “min” et “max”
observe´es. Les classes sont la` aussi remplace´es par des contraintes uniques ek. Par
construction le maximum Mn du cycle Xn est ne´cessairement plus grand que son
minimum mn, ce qui conduit a` K = Kc(Kc − 1)/2 e´tats possibles. La matrice de
transition P rassemble de cette manie`re les probabilite´s de transiter d’un cycle a` un
autre cycle. Des termes de la matrice sont nuls afin d’assurer, toujours par construc-
tion, que le maximum du cycle Xn+1 soit toujours plus grand que le minimum du
cycle Xn.
4. Ce mode`le correspond exactement au mode`le 3 excepte´ que les valeurs observe´es des
minimum et maximum de Xn ne sont plus les valeurs discre`tes ek des Kc classes de
contraintes. Les variables Xn suivent une loi de probabilite´ prise dans une classe de
lois estime´es en utilisant des me´thodes d’estimation parame´triques.
Les premie`res e´tudes re´alise´es a` partir des mode`les 1, 2 et 3, non de´veloppe´es ici, ont
montre´ la pertinence du mode`le 3 par rapport aux mode`les 1 et 2. Les chaˆınes de Markov
telles que de´finies impliquent les probabilite´s de transiter d’un cycle a` un autre, soit une
de´pendance d’ordre 1 en termes de cycles. Cela correspond ainsi a` une de´pendance d’ordre
supe´rieur en termes de niveaux de contrainte. La de´finition meˆme du mode`le 3 implique
donc un ordre de de´pendance supe´rieur par rapport a` celles des mode`les 1 et 2, ce qui
semble avoir une influence sur la qualite´ des re´sultats obtenus. Pour ces raisons, le mode`le
3 a ainsi e´te´ choisi comme candidat pour mode´liser les chargements de fatigue.
L’impact du nombre de classesKc choisi pour la discre´tisation de la plage des contraintes
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observe´es ainsi que la manie`re de re´partir ces classes ont ensuite e´te´ e´tudie´s. Un de´coupage
uniforme de la plage des contraintes enKc classes a tout d’abord e´te´ propose´. Un de´coupage
en fonction des particularite´s des distributions empiriques de contraintes (modes e´vidents
par exemple) a ensuite e´te´ re´alise´. Les re´sultats des divers analyses ont montre´ qu’il existe
des e´carts persistants entre les re´sultats de propagation de fissures obtenus d’une part avec
les trajectoires simule´es avec le mode`le 3 et ceux d’autre part obtenus directement a` partir
d’un choix ale´atoire au sein de l’ensemble des se´quences de chargement observe´es.
Le mode`le 4 a ainsi e´te´ de´veloppe´ dans le but d’apporter une re´ponse a` la limitation
du mode`le 3. Il est montre´ au chapitre 3 que ce mode`le est pertinent pour mode´liser l’ale´a
observe´ dans les se´quences de chargement de fatigue pour des applications en ae´ronautique.
La description pre´cise des mode`les markoviens retenus (3 et 4) ainsi que les re´sultats
obtenus avec ces mode`les sont expose´s au chapitre 3.
2.5 Conclusion
Un e´tat de l’art succinct des diffe´rents travaux de recherche consacre´s aux outils sto-
chastiques potentiellement aptes a` mode´liser des se´quences de chargements de fatigue
d’amplitude variables est re´alise´ dans ce chapitre et met en avant les efforts de´ja` re´alise´s
dans ce domaine. Ces e´tudes se limitent cependant souvent soit a` la mise en place de
relations the´oriques de calcul du dommage a` partir de mode`les stochastiques, soit a` des
analyses de distribution d’avance´es de fissure sous chargements ale´atoires, simule´s a` partir
de processus continus dont les caracte´ristiques sont arbitrairement de´finies.
L’objectif des travaux pre´sente´s dans ce manuscrit consiste a` proposer une mode´lisation
du chargement de fatigue re´aliste a` partir d’enregistrements temporels de contraintes issus
de mesures en vol. Apre`s avoir introduit quelques processus stochastiques candidats a`
la mode´lisation ale´atoire du chargement de fatigue a` partir des travaux recense´s dans
la litte´rature, l’e´tude des donne´es a` disposition a ensuite conduit a` re´aliser un certain
nombre de choix concernant la classification des donne´es (deux groupes) et les familles
de processus qui semblent les plus approprie´es a` la nature des donne´es disponibles. Un
ensemble de calculs pre´liminaires a enfin contribue´ a` la se´lection de deux types de processus
pour mode´liser des se´quences de chargement a` partir de donne´es : les chaˆınes de Markov
du premier ordre a` espace d’e´tats discret et les chaˆınes de Markov cache´es, de´veloppe´s au
chapitre 3. La construction meˆme de ces processus a e´te´ adapte´e de manie`re a` mode´liser
des se´quences de cycles de fatigue.
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Figure 2.14 – Cheminement suivi pour le choix des mode`les markoviens pour la mode´lisa-
tion des chargements de fatigue.
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Chapitre 3
Mode´lisation markovienne du
chargement de fatigue
La mode´lisation stochastique du chargement de fatigue base´e
sur des enregistrements en vol d’ae´ronefs militaires est de´taille´e
dans ce chapitre. Elle s’appuie d’une part sur les chaˆınes de
Markov du premier ordre et d’autre part sur les chaˆınes de Mar-
kov cache´es, outils mathe´matiques retenus a` partir des analyses
effectue´es au chapitre 2. La pertinence des mode´lisations pro-
pose´es pour des applications en propagation de fissure en ae´ro-
nautique est ensuite e´tudie´e. Il est montre´ que les chaˆınes de
Markov cache´es se re´ve`lent eˆtre des outils ade´quats et pre´cis
pour les applications vise´es. Enfin, des perspectives d’e´volution
des mode`les de´veloppe´s et valide´s sont de´cline´es.
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3.1. Introduction
3.1 Introduction
L’objectif principal de ce chapitre est de construire le mode`le ale´atoire de chargement
en fatigue le plus repre´sentatif des donne´es de chargement collecte´es en vol au sein de la
flotte d’avions de combat e´tudie´e. Ce mode`le ale´atoire doit traduire a` la fois l’ale´a du type
d’activite´ d’un ae´ronef au sein de la flotte (lie´ a` la cate´gorie d’usage ou ici plus exactement
au groupe d’usage) et celui des fluctuations de charges vues en vol par un ae´ronef lors
d’une activite´ donne´e. Une se´quence de chargement est vue comme une suite de Nv vols
ou` un vol est de´fini comme une suite de Nc cycles.
La solution envisage´e s’appuie sur une mode´lisation a` deux niveaux, comme illustre´
sur la figure 3.1 :
1. Niveau 0 : mode´lisation d’une se´quence de Nv vols repre´sentative de l’activite´ de
l’avion au sein de la flotte.
2. Niveau 1 : mode´lisation d’une suite de Nc cycles constituant un vol pour une utili-
sation donne´e de l’appareil.
Au “niveau 1” de la mode´lisation, un processus stochastique est de´fini pour mode´liser
une se´quence de Nc cycles, correspondant a` un vol, pour chaque activite´ de l’avion. D’apre`s
le chapitre 2, les donne´es ont e´te´ regroupe´es en deux cate´gories, ce qui impose ici de
proposer deux processus stochastiques pour mode´liser des suites de Nc cycles, un pour
chacune des activite´s “A” et “B” de la flotte.
Deux types de processus sont utilise´s pour mode´liser les se´quences de cycles de fatigue
de chacune des deux activite´s de l’avion. Les chaˆınes de Markov du premier ordre (FMC
pour First order Markov Chain) et les chaˆınes de Markov cache´es (HMM pour Hidden
Markov Model) ont e´te´ se´lectionne´es a` cet effet comme candidats potentiels suite aux
e´tudes re´alise´es et brie`vement pre´sente´es au paragraphe 2.4. Elles sont respectivement
note´es FMC(A) et HMM(A) pour le groupe “A”, et FMC(B) et HMM(B) pour le groupe “B”.
Les caracte´ristiques de ces mode`les propose´s pour mode´liser un vol lors d’une utilisation
donne´e de l’ae´ronef au sein de la flotte sont identifie´es a` partir des donne´es collecte´es en
vol et sont pre´sente´es dans les sections 3.2 et 3.3.
Le mode`le correspondant au “niveau 0”, de´taille´ dans la section 3.4, permet ensuite de
ge´ne´rer des se´quences de Nv vols, ou` chaque vol correspond a` une utilisation pre´cise de la
flotte.
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Figure 3.1 – Niveaux de la mode´lisation stochastique du chargement de fatigue, groupes
d’usage “A” et “B”.
3.2 Mode´lisation stochastique d’une se´quence de Nc cycles
Cette section introduit d’une manie`re the´orique les processus FMC et HMM candidats
a` la mode´lisation des suites de cycles de fatigue. Les outils mathe´matiques utilise´s dans ces
travaux de the`se pour ve´rifier la qualite´ de l’infe´rence dans la section 3.3 sont e´galement
pre´sente´s.
3.2.1 Chaˆınes de Markov du 1er ordre homoge`nes (FMC)
3.2.1.1 Pre´sentation
Proprie´te´ de Markov. Une chaˆıne de Markov du premier ordre a` temps discret [AG57,
Ber98, BB02] est une suite de variables ale´atoires (Xn)n∈N∗ a` valeurs dans un espace fini
(discret) E telle que la distribution conditionnelle deXn+1 connaissant (Xm)m≤n soit e´gale
a` la distribution de Xn+1 connaissant Xn :
P (Xn+1 = xn+1 |Xn = xn, Xn−1 = xn−1, . . . , X1 = x1 ) = P (Xn+1 = xn+1 |Xn = xn )
(3.1)
C’est la proprie´te´ de Markov pour les chaˆınes de Markov que l’on a introduit de manie`re
ge´ne´rale pour les processus de Markov a` la section 2.2.3.1.
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De´finition de Xn. Une ide´e originale de ces travaux de the`se consiste a` de´finir Xn
comme un cycle de fatigue Xn = {Mn;mn}, ou` Mn et mn de´signent respectivement le
maximum et le minimum du cycle courant Xn. Comme indique´ au chapitre 2, cette de´fi-
nition diffe`re des travaux de la litte´rature portant sur les chaˆınes de Markov en fatigue.
Elle implique une de´pendance d’ordre 1 en termes de cycles ce qui en fait correspond a` un
ordre de de´pendance supe´rieur en termes de contraintes, voir illustration sur la figure 3.2.
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Figure 3.2 – De´finition de la variable ale´atoire Xn du mode`le FMC.
Homoge´ne´ite´ temporelle. Dans la suite, on fait l’hypothe`se que les chaˆınes de Markov
sont homoge`nes, ce qui implique que les probabilite´s conditionnelles P (Xn+1 = el |Xn = ek ),
(ek, el) ∈ E × E sont inde´pendantes de n :
P (Xn+1 = el |Xn = ek) = P (X2 = el |X1 = ek ) ∀n ∈ N∗, ∀ (ek, el) ∈ E × E (3.2)
La distribution de X1 qui est la distribution initiale de la chaˆıne de Markov (Xn)n∈N∗
et les probabilite´s conditionnelles P (X2 = el |X1 = ek ) de´finissent ainsi comple`tement la
distribution de la chaˆıne X. En effet, a` partir des e´quations (3.1) et (3.2) et par condition-
nements successifs on obtient ∀n ∈ N∗ et ∀ (x1, . . . , xn) ∈ En :
P (Xn = xn, . . . , X1 = x1 ) = P (X1 = x1 )
n−1∏
i=1
P (X2 = xi+1 |X1 = xi ) (3.3)
L’hypothe`se d’homoge´ne´ite´ paraˆıt ici raisonnable e´tant donne´e qu’aucune phase tem-
porelle lie´e au niveau de carburant emporte´ (et donc a` la masse de l’appareil) n’a e´te´
clairement identifie´e sur les trajectoires de contraintes observe´es. C’est d’autre part l’ap-
proche la plus naturelle, en l’absence d’information supple´mentaire.
La connaissance de la distribution du nombre de cycles Nc de´termine enfin la longueur
de la se´quence (un vol).
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Espace des e´tats. E´tant donne´e la de´finition adopte´e pour Xn, l’espace des e´tats E est
compose´ d’un nombre fini de cycles de fatigue ek = (si, sj) :
E = { ek = (si, sj) , i > j et i, j ∈ { 1, 2, . . . , Kc } } (3.4)
ou` si et sj sont les niveaux de contraintes se´lectionne´s a` partir des donne´es et Kc est le
nombre de classes de contraintes choisies.
L’espace E contient ainsi K = Kc (Kc − 1) /2 cycles de fatigue e´tats afin qu’un maxi-
mum Mn+1 succe`de a` un minimum mn.
Matrice de transition P. L’ensemble des probabilite´s conditionnelles P (X2 = el |X1 = ek )
∀ (ek, el) ∈ E × E avec card(E) = K forme la matrice de transition PK×K :
P =


p1,1 p1,2 . . . p1,l . . . p1,K
p2,1 p2,2 . . . p2,l . . . p2,K
...
... . . .
... . . .
pk,1 pk,2 . . . pk,l . . . pk,K
...
... . . .
...
pK,1 pK,2 . . . pK,l . . . pK,K


ou` pk,l = P (X2 = el |X1 = ek ).
Il est important de noter que certaines probabilite´s de la matrice P sont des ze´ros par
construction pour assurer l’alternance des maximums et minimums, voir figure 3.3. Ces
ze´ros, appele´s ze´ros structurels, sont obtenus pour le cas suivant :
p(si, sj), (si′ , sj′)
= 0 pour sj ≥ si′ (3.5)



 
	ABCDE	F	 	ABCDE	B






Figure 3.3 – Alternance des contraintes “max-min”.
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Chaque ligne est une distribution de probabilite´ qui ve´rifie :
K∑
l=1
pk,l = 1 , 0 ≤ pk,l ≤ 1 pour k = 1, . . . , K (3.6)
Les probabilite´s de la matrice de transition P peuvent eˆtre estime´es a` partir des
trajectoires observe´es de X par la me´thode du Maximum de Vraisemblance (MV). Si
x = (x1, x2, . . . , xNc) est une se´quence de chargement de Nc cycles, re´alisation de la chaˆıne
de Markov X, la fonction de vraisemblance associe´e L(x,P) s’e´crit :
L(x,P) =
∏
k, l
pk,l
nk,l (3.7)
ou` nk,l correspond au nombre de transitions observe´es de l’e´tat ek a` l’e´tat el de x.
Maximiser le logarithme de la fonction de vraisemblance lnL(x,P) =
∑K
k, l=1 nk,l lnpk,l
par rapport aux parame`tres pk,l de la matrice de transitionP sous les contraintes
∑K
l=1 pk,l =
1 et 0 ≤ pk,l ≤ 1 conduit aux estimations pˆk,l suivantes des probabilite´s pk,l :
pˆk,l =
nk,l∑K
l=1 nk,l
(3.8)
Les probabilite´s estime´es pˆk,l sont simplement les rapports du nombre de transitions
observe´es de ek a` el sur le nombre total de transitions partant de l’e´tat ek.
3.2.1.2 Qualite´ de l’estimation de la matrice de transition P
Si le calcul des probabilite´s d’une matrice de transition ne pose aucun proble`me, rien ne
permet d’affirmer en revanche que l’estimation est de bonne qualite´. Concre`tement, il est
ne´cessaire de se demander si le nombre de donne´es utilise´es est suffisamment grand pour
permettre une estimation robuste de la matrice. Une mauvaise estimation de la matrice
P est par exemple obtenue pour un nombre de parame`tres K2 a` estimer trop e´leve´ par
rapport a` un volume de donne´es impose´. Il est ainsi ne´cessaire de re´aliser un compromis
entre finesse du mode`le et qualite´ des estimations.
Un tel compromis est ici re´alise´ a` partir de deux indicateurs de qualite´ : le coefficient
de variation et les mesures de stabilite´.
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Coefficient de variation cpˆi,j . En 1998, E. Bode [Bod98, BB02] de´finit l’e´cart-type des
probabilite´s estime´es pˆi,j par :
σpˆk,l =
√
pˆk,l (1− pˆk,l) /nk (3.9)
Le coefficient de variation cpˆk,l s’e´crit comme suit :
cpˆk,l =


√
(1−pˆk,l)
nkpˆk,l
si pˆk,l ≤ 0.5
√
pˆk,l
nk(1−pˆk,l)
si pˆk,l > 0.5
(3.10)
Ainsi, si la probabilite´ pˆk,l → 0 par manque de donne´es, alors cpˆk,l → ∞. De meˆme si
pˆk,l → 1 alors cpˆk,l →∞. Finalement, cet indicateur donne simplement les probabilite´s de
la matrice les moins bien estime´es.
B.A. Craig [CS02] propose alternativement d’utiliser les techniques de bootstrap [ET93]
pour estimer empiriquement l’intervalle de confiance des probabilite´s pˆk,l. Cette technique
n’est pas utilise´e dans ce me´moire.
Mesures de stabilite´. A. Berchtold et G. Ritschard [BR97, Ber98] proposent en 1997
une mesure permettant d’e´valuer la stabilite´, autrement dit la qualite´, de l’estimation
d’une distribution de probabilite´ discre`te et par extension d’une matrice de transition.
Cette mesure permet e´galement de comparer plusieurs distributions ou matrices de tailles
diffe´rentes entre elles, et ainsi de de´terminer la plus fiable en regard du nombre de donne´es
disponibles.
La mesure de stabilite´, qui prend en compte le nombre de modalite´s K, c’est-a`-dire
le nombre de valeurs possibles de la distribution discre`te, est base´e sur l’effet induit par
l’introduction d’une donne´e supple´mentaire lors de l’estimation d’une distribution de pro-
babilite´ discre`te.
Si l’on note (p1, . . . , pK), une distribution de probabilite´ the´orique admettant K > 1
modalite´s, alors la mesure de stabilite´ s’e´crit :
D =
K
n+ 1
(
1−min
k
pk
)
(3.11)
ou` min
k
pk est la plus petite probabilite´ de la distribution the´orique conside´re´e, et n de´signe
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la taille d’e´chantillon (pk = nk/n ou` n =
∑K
j=1 nk et nk est le nombre d’observations de
la modalite´ k).
La mesure de stabilite´ est borne´e par :
0 < D ≤ K
2
(3.12)
L’estimation de la distribution de probabilite´ est d’autant plus stable que la mesure D
est petite.
Une estimation Dˆ de la mesure D est obtenue en remplac¸ant le terme mink pk par son
estimation du Maximum de Vraisemblance :
Dˆ =
K
n+ 1
(
1−min
k
pˆk
)
(3.13)
=
K
n+ 1
(
1−
min
k
nk
n
)
(3.14)
ou` mink pˆk est le minimum de la distribution de fre´quence empirique.
La matrice de transition P e´tant forme´e d’un ensemble de distributions discre`tes, il
est le´gitime de mesurer sa stabilite´ d’une fac¸on analogue a` ce qui est propose´ pour une
distribution discre`te.
Il est cependant important de souligner qu’une mesure de stabilite´ ne doit s’effectuer
que sur les e´le´ments d’une matrice pouvant re´ellement eˆtre diffe´rents de ze´ro. Les ze´ros
structurels de la matrice P doivent donc eˆtre exclus du calcul.
Nous notons dans la suiteKk le nombre de probabilite´s n’e´tant pas des ze´ros structurels
sur chaque ligne k de P, pk,l les probabilite´s n’e´tant pas des ze´ros structurels et nk le
nombre de donne´es par ligne k.
Trois mesures de stabilite´ sont alors propose´es :
• mesure de stabilite´ maximale DM
DM (P) = max
k
Dk = max
k
(
Kk
nk + 1
(
1−min
l
pk,l
))
(3.15)
Il s’agit du maximum des mesures de stabilite´ obtenues sur toutes les lignes de la matrice.
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• mesure de stabilite´ moyenne DE
DE(P) =
1
K
K∑
k=1
Dk =
1
K
K∑
k=1
(
Kk
nk + 1
(
1−min
l
pk,l
))
(3.16)
Cette mesure est de´finie comme e´tant la moyenne arithme´tique des Dk sur l’ensemble des
lignes de la matrice.
• mesure de stabilite´ ponde´re´e DP
La troisie`me mesure est une moyenne ponde´re´e des Dk, les ponde´rations e´tant propor-
tionnelles au nombre de donne´es de chaque ligne de la matrice P.
DP (P) =
K∑
k=1
nk
n
Dk =
1
n
K∑
k=1
(
nkKk
nk + 1
(
1−min
l
pk,l
))
(3.17)
Les mesures DM , DE et DP sont toutes borne´es par :
0 < D ≤ Kk
2
(3.18)
Les probabilite´s pk,l peuvent eˆtre estime´es par la me´thode du Maximum de Vraisem-
blance, ce qui permet ensuite d’obtenir les estimations DˆM , DˆE et DˆP de DM , DE et
DP .
3.2.2 Chaˆınes de Markov cache´es (HMM)
3.2.2.1 Pre´sentation
Une deuxie`me solution plus e´labore´e est envisage´e pour mode´liser des se´quences de Nc
cycles de fatigue. Ce mode`le consiste a` conside´rer la suite (Xn)n∈N∗ comme la deuxie`me
composante d’une chaˆıne de Markov cache´e [Rab90, CMR05] (Sn, Xn)n∈N∗ d’espace d’e´tat
Eh × E, ou` la premie`re composante (Sn)n∈N∗ n’est pas observe´e. Les observations de la
se´quence (Xn)n∈N∗ sont ensuite obtenues a` l’aide de distributions de probabilite´s.
Ce mode`le de Markov cache´ (HMM) est ainsi de´crit par un processus bivarie´ (Sn, Xn)n∈N∗
et une famille parame´tre´e de probabilite´s sur E (Psn , sn ∈ Eh) ou` :
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• (Sn)n>0 avec Sn = {M ′n;m′n} est une chaˆıne de Markov non-observable a` valeurs
dans Eh. Ici, (Sn)n>0 est la chaˆıne de Markov homoge`ne du premier ordre introduite
pre´ce´demment excepte´ que les niveaux de contraintes si et sj ne sont plus affecte´es
au cycle e´tat ek. On rappelle que l’espace des e´tats d’un telle chaˆıne de Markov
homoge`ne du premier ordre avait e´te´ de´fini par :
E = { ek = (si, sj) , i > j et i, j ∈ { 1, 2, . . . , Kc } } (3.19)
ou` si et sj sont les niveaux de contraintes choisis comme e´tant repre´sentatifs des
classes de contraintes (un par classe).
Ici le cycle e´tat ek est de´fini par le couple (ci, cj), ou` ci et cj sont simplement les
libelle´s des classes. Aucune valeur de contrainte n’est donc choisie pour repre´senter
une classe. L’espace des e´tats de la chaˆıne de Markov du premier ordre non-observable
rassemble les cycles e´tats suivants :
Eh = { ek = (ci, cj) , i > j et i, j ∈ { 1, 2, . . . , Kc } } (3.20)
La matrice de transition P, la distribution initiale de la chaˆıne S1 et la distribution
de la longueur de la chaine Nc de (Sn)n>0 sont les meˆmes que celles du mode`le FMC
de´fini a` la section 3.2.1.
• Conditionnellement a` (Sn)n>0, la suite (Xn)n>0 avec Xn = {Mn;mn} est une suite
de variables ale´atoires inde´pendantes a` valeurs dans l’espace E = R2+, telle que la
loi de Xn conditionne´e par (Sk)k≤n soit Psn de densite´ de probabilite´ fsn (on admet
qu’elle existe), voir figure 3.4.
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Figure 3.4 – Repre´sentation graphique de la structure HMM, X est le processus observe´
et S le processus cache´.
Un sche´ma ge´ne´rique du mode`le HMM propose´ est graphiquement illustre´ sur la fi-
gure 3.5.
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Figure 3.5 – Repre´sentation du mode`le HMM adopte´ pour la mode´lisation de se´quences
de cycles.
3.2.2.2 Infe´rence des distributions fsn
Une de´marche parame´trique est ici utilise´e pour identifier une loi de probabilite´ a`
partir d’un e´chantillon de points suppose´s eˆtre des re´alisations d’une meˆme variable ale´a-
toire. Cette de´marche consiste classiquement a` se´lectionner des distributions parame´triques
fX(x, θ) candidates pour mode´liser l’e´chantillon : gaussienne, lognormale, exponentielle,
lois des valeurs extreˆmes, etc, a` partir des histogrammes et ensuite a` identifier le vecteur
de parame`tres θ a` partir de me´thodes de´die´es [Sap06, Per08].
La me´thode du Maximum de Vraisemblance est ici utilise´e pour identifier les para-
me`tres des distributions retenues. La plausibilite´ de l’ajustement d’une distribution empi-
rique a` une loi the´orique est ve´rifie´e graphiquement en utilisant la me´thode du graphique
quantile-quantile, encore appele´e QQplot, [Wik11].
D’autres me´thodes existent pour e´valuer la qualite´ de l’infe´rence. Les crite`res d’ajus-
tement statistique de la vraisemblance AIC (Akaike Information Criteria) [Aka73] et BIC
(Bayesian Information Criteria) [Sch78] ainsi que l’information de Fisher pourraient eˆtre
utilise´s a` cet effet. Les tests d’ajustement permettent encore de tester le risque que les
hypothe`ses formule´es soient acceptables ou rejetables.
3.3 Infe´rence des mode`les stochastiques
Les parame`tres des mode`les FMC et HMM pre´sente´s a` la section 3.2 sont infe´re´s a`
partir des se´quences de chargement de fatigue pre´sente´es au chapitre 2.
102
3.3. Infe´rence des mode`les stochastiques
3.3.1 Infe´rence des mode`les FMC
3.3.1.1 De´finition de l’espace des e´tats
La premie`re e´tape de l’infe´rence des chaˆınes de Markov du premier ordre (FMC) repose
sur le choix des valeurs des e´tats observe´s de la chaˆıne de Markov. Il n’existe pas de
me´thode syste´matique et universelle pour les de´finir, cette e´tape est fonction du type
et de la re´partition des donne´es disponibles ainsi que des applications souhaite´es de la
mode´lisation.
Classes de contraintes. De manie`re analogue a` des calculs Rainflow en fatigue, les
niveaux de contraintes maximales et minimales des cycles de fatigue issus des se´quences
de chargement observe´es sont ici re´partis en un nombre fini de classes de contraintes.
Le de´coupage en classes (nombre et re´partition) est de´termine´ d’apre`s les distributions
empiriques des contraintes (maximales et minimales) des groupes “A” et “B”, respective-
ment trace´es sur les figures 3.6(a) et 3.6(b). Il est important de souligner qu’on ne cherche
pas a` dissocier les distributions des minimums et celles des maximums dans cette premie`re
approche. On conside`re les minimums et maximums ensembles pour orienter le de´coupage.
Les classes c1 a` c4 pour le groupe “A”, respectivement c1 a` c3 (cas Kc = 7) pour le
groupe “B”, sont facilement choisies en raison des modes apparents, bien que les frontie`res
soient elles de´finies arbitrairement. Les autres classes ainsi que leur nombre sont de´termine´s
de fac¸on a` re´aliser un compromis entre quantite´ de donne´es disponibles et nombre de
parame`tres de la matrice de transition P a` estimer.
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Figure 3.6 – Distributions des contraintes normalise´es des groupes “A” et “B” discre´tise´es
en ck-classes k ∈ { 1, 2, . . . , Kc } (les contraintes sont divise´es par la contrainte maximale
σm enregistre´es sur l’ensemble des donne´es). Max et min sont conside´re´s ensemble.
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Afin d’e´tudier l’impact du nombre de classes de contraintes Kc sur la qualite´ des ma-
trices P et sur la qualite´ des re´sultats de propagation, deux discre´tisations des contraintes
sont pre´sente´es dans ce me´moire. Le nombre de classes de contraintes retenu est de Kc = 8
puis Kc = 6 pour le groupe “A” et de Kc = 7 puis Kc = 5 pour le groupe “B”.
Espace e´tat des cycles de fatigue. Les contraintes (min ou max) des se´quences de
chargement observe´es qui appartiennent a` une classe ci sont ensuite remplace´es par une
contrainte unique si qui est soit le mode de la classe, quand celui-ci apparaˆıt clairement
sur l’histogramme, soit le centre de la classe quand il n’y a pas de mode. Les valeurs
retenues pour les contraintes si pour chacun des groupes “A” et “B” sont pre´sente´es dans
le tableau 3.1.
Tableau 3.1 – Cardinal de l’espace des e´tats et niveaux de contraintes si pour les mode`les
FMC(A) et FMC(B).
FMC(A) Kc = 8, K = 28 si, sj ∈ {0, 0.0535, 0.113, 0.186, 0.321, 0.479, 0.620, 0.761}
Kc = 6, K = 15 si, sj ∈ {0, 0.0535, 0.113, 0.186, 0.465, 0.761}
FMC(B) Kc = 7, K = 21 si, sj ∈ {0, 0.0535, 0.113, 0.186, 0.355, 0.564, 0.840}
Kc = 5, K = 10 si, sj ∈ {0.039, 0.113, 0.248, 0.507, 0.840}
Pour un nombre Kc de classes de contraintes, l’espace des e´tats comprend alors K =
Kc(Kc − 1)/2 = 28 pour Kc = 8 (ou K = 15 pour Kc = 6) cycles de fatigue e´tats pour le
groupe “A” et K = Kc(Kc − 1)/2 = 21 pour Kc = 7 (ou K = 10 pour Kc = 5) cycles de
fatigue e´tats pour le groupe “B”.
Il est important de noter que les cycles observe´s dont les maximums et minimums
appartiennent a` une meˆme classe ci disparaissent par le biais de cette mode´lisation (groupe
“A” : ≈ −40% cycles sur l’ensemble des trajectoires pour Kc = 8, ≈ −40.8% cycles pour
Kc = 6 ; groupe “B” : ≈ −37.3% cycles pour Kc = 7, ≈ −39.4% cycles pour Kc =
5). Les cycles supprime´s sont principalement des cycles de faibles amplitudes, d’apre`s
les graphes 3.7(a) et 3.7(b). Ils peuvent donc conduire a` un calcul de propagation non-
conservatif avec la loi de Paris car ces petites variations se trouvent souvent entre deux
plus grandes variations de charge (effet Rainflow). Pour un calcul PREFFAS, ce sont les
maximums des cycles et non les amplitudes qui sont responsables des avance´es de fissure
(Kmax −Kouv). Or, seulement 4% des cycles supprime´s (soit moins de 2% de l’ensemble
total des cycles observe´s) ont des maximums supe´rieurs au point d’ouverture le plus bas
et contribuent donc a` l’avance´e de fissure.
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Figure 3.7 – Distributions des amplitudes normalise´es (σmax − σmin)/σm supprime´es avec
les mode`les FMC(A) et FMC(B).
Ainsi, meˆme si la mode´lisation propose´e re´duit conside´rablement le nombre de cycles
de fatigue, elle permet de prendre en compte les cycles les plus endommageants pour un
calcul de dommage ou d’avance´e de fissure, ce qui pre´sente d’ores et de´ja` un inte´reˆt certain.
3.3.1.2 Estimation de la matrice de transition P
Les se´quences de chargement de fatigue observe´es transforme´es en se´quences de cycles
e´tats (si, sj) ou` i, j ∈ {1, 2, . . . , Kc} permettent ensuite d’obtenir simplement les
matrices de transition P pour chacun des groupes“A”et“B”. Les probabilite´s de transition
pi, j des matrices P sont estime´es en utilisant la relation (3.8) obtenue par MV. Les figu-
res 3.8(a) et 3.8(b) donne un aperc¸u de la composition des matrices de transition P pour
les mode`les FMC(A) (Kc = 6) et FMC
(B) (Kc = 5).
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Figure 3.8 – Matrices de transition P.
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Les cycles e´tats de la matrice de transition P pour le mode`le FMC(B) (Kc = 5) sont
range´s comme suit (lignes et colonnes de la matrice) :
{(s2, s1); (s3, s1); (s3, s2); (s4, s1); (s4, s2); (s4, s3); (s5, s1); (s5, s2); (s5, s3); (s5, s4)}
Un ordre similaire est utilise´ pour le mode`le FMC(A) (Kc = 6).
3.3.1.3 Qualite´ des estimations des matrices de transition P
La qualite´ des estimations des probabilite´s des matrices de transition P est maintenant
ve´rifie´e a` l’aide du coefficient de variation empirique cPˆ et des mesures de stabilite´ DM ,
DE et DP pre´sente´s a` la sous-section 3.2.1.2.
Matrices coefficient de variation cPˆ. Les coefficients de variation associe´s aux pro-
babilite´s de transition estime´es pˆi,j des groupes “A” et “B” sont reporte´s sur les figures 3.9
et 3.10. Les valeurs cpˆi,j supe´rieures a` 100% (cpˆk,l →∞ lorsque pˆk,l → 0 ou pˆk,l → 1) sont
borne´es a` 100% pour une repre´sentation graphique plus lisible. Celles-ci sont obtenues par
manque de donne´es lorsqu’aucune transition i→ j n’a e´te´ enregistre´e.
Les matrices de coefficients de variation des probabilite´s estime´es cPˆ montrent que
les estimations sont ine´vitablement sensibles aux nombres de parame`tres a` estimer. Une
plus faible dispersion sur les probabilite´s estime´es est dans l’ensemble observe´e lorsque
K diminue. Cette remarque est particulie`rement vraie pour le groupe “B” ou` une bonne
estimation des probabilite´s de transition est obtenue lorsque Kc = 5. Cependant, dimi-
nuer le nombre de parame`tres K a` estimer n’implique pas force´ment que l’ensemble des
nouveaux parame`tres est bien estime´, comme illustre´ sur la figure 3.9 pour le groupe “A”.
En effet, malgre´ une re´duction de 46% des parame`tres K a` identifier pour le groupe “A”
(K = 28 → K = 15), certaines probabilite´s restent tre`s mal estime´es (cpˆi,j > 100%).
Celles-ci sont difficiles a` estimer car elles impliquent les cycles les plus sollicitants pour
lesquels le maximum appartient a` la classe cKc (valeurs extreˆmes). Augmenter le nombre
de trajectoires observe´es n’implique pas force´ment une augmentation du nombre de cycles
(cKc , cj) (de maximum appartenant a` la classe cKc) ou` j ∈ {1, 2, . . . , Kc − 1}.
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Figure 3.9 – Matrices des coefficients de variation cPˆ du groupe“A”en fonction du nombre
de classes de contraintes Kc.
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(a) Kc = 5 classes, K = 10 cycles e´tats
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(b) Kc = 7 classes, K = 21 cycles e´tats
Figure 3.10 – Matrices des coefficients de variation cPˆ du groupe“B”en fonction du nombre
de classes de contraintes Kc.
Mesures de stabilite´. Les mesures de stabilite´ DM , DE , et DP sont reporte´es dans le
tableau 3.2 pour chacune des configurations.
Les mesures de stabilite´ DM (stabilite´ maximale), DE (stabilite´ moyenne) et DP (sta-
bilite´ ponde´re´e) ont des significations diffe´rentes et s’utilisent dans un contexte pre´cis.
DM s’utilise lorsqu’il est essentiel que toutes les distributions de la matrice soient bien
estime´es. DE est utilise´e lorsqu’une bonne estimation globale de la matrice est souhaite´e
tout en tole´rant que certaines distributions puissent eˆtre sous-estime´es. Enfin, DP s’utilise
lorsqu’une importance n’est accorde´e qu’aux distributions correspondantes aux donne´es
les plus fre´quentes.
Il est ici pre´fe´re´ que toutes les distributions soient estime´es de la meilleure fac¸on pos-
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sible. L’importance est donc donne´e a` la mesure maximale DM en priorite´, puis a` la mesure
moyenne DE . La mesure ponde´re´e DP n’est reporte´e que pour information.
Tableau 3.2 – Mesures de stabilite´ des matrices de transition P.
groupe “A” groupe “B”
DM DE DP DM DE DP
Kc = 8, K = 28 0.212 0.027 5.29 · 10−4 Kc = 7, K = 21 0.25 0.039 1.66 · 10−4
Kc = 6, K = 15 0.054 0.013 1.03 · 10−5 Kc = 5, K = 10 0.021 0.007 8.24 · 10−5
D’apre`s A. Berthold [Ber98] les mesures de stabilite´ traduisent une bonne qualite´ d’in-
fe´rence de la matrice de transition P lorsque celles-ci sont comprises entre 0.005 et 0.05,
ce qui est le cas pour les matrices de transition estime´es lorsque Kc = 6 pour le groupe
“A” et Kc = 5 pour le groupe “B”. On observe par ailleurs qu’une meilleure stabilite´ est
mesure´e pour le groupe “B” (Kc = 5) que pour le groupe “A” (Kc = 6), malgre´ un nombre
de donne´es plus faible. L’analyse des matrices des coefficients de variation cPˆ avait conduit
aux meˆmes conclusions.
D’apre`s les figures 3.9 et 3.10 et le tableau 3.2, les matrices de transition P peuvent
ainsi eˆtre conside´re´es comme relativement bien estime´es lorsque Kc = 6 pour le groupe
“A” et Kc = 5 pour le groupe “B”. Les matrices de transition P des mode`les FMC
(A)
(Kc = 8) et FMC
(B) (Kc = 7) sont conside´re´es comme bien estime´es en moyenne. Certaines
probabilite´s sont cependant sous-estime´es compte tenu des valeurs prises par la mesure
DM .
3.3.1.4 Distributions de X1 et de Nc
La chaˆıne de Markov homoge`ne du premier ordre (FMC) est comple`tement de´finie par
les probabilite´s de transition d’un cycle e´tat ek a` un autre cycle e´tat el (matrice P) et la
distribution initiale des cycles e´tats X1. La longueur d’un vol, c’est-a`-dire le nombre de
cycles de la se´quence de chargement, est une variable ale´atoire Nc.
Les distributions empiriques de X1 et du nombre de cycles Nc par vol, reporte´es sur
les figures 3.11 et 3.12, sont ici obtenues directement a` partir des se´quences de cycles e´tats
observe´es.
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Figure 3.11 – Distributions empiriques de X1 et Nc pour le groupe “A”.
La moyenne et l’e´cart-type du nombre de cycles par vol sont respectivement de 52.04
cycles et de 33.99 cycles pour le groupe “A”. La moyenne du nombre de cycles est de 33.52
et celui de l’e´cart-type de 18.85 pour le groupe “B”. On note que les e´carts-types sont
proches des moyennes, ce qui indique une dispersion importante sur la longueur des vols
en termes de nombre de cycles.
Il est choisi dans la suite du travail de ne pas infe´rer une loi the´orique pour la distri-
bution du nombre de cycles Nc, mais de conside´rer directement sa distribution empirique.
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Figure 3.12 – Distributions empiriques de X1 et Nc pour le groupe “B”.
3.3.2 Infe´rence des mode`les HMM
Les mode`les de chaˆınes de Markov cache´es HMM(A) et HMM(B), tels qu’ils ont e´te´ intro-
duits a` la sous-section 3.2.2, repre´sentent une extension des mode`les FMC(A) et FMC(B)
infe´re´s a` la sous-section pre´ce´dente. L’ide´e consiste a` remplacer les observations si des
mode`les FMC, valeurs ponctuelles en nombre fini, par des distributions continues fci .
Il est important de noter qu’il s’agit d’une de´marche inverse de celle utilise´e classique-
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ment pour les mode`les HMM [CMR05] qui, a` partir d’une re´alisation x du processus X
de´termine les e´tats les plus probables de la chaˆıne cache´e S.
3.3.2.1 Chaˆıne de Markov non-observe´e (S)
Les processus sous-jacents des mode`les HMM(A) et HMM(B), appele´s processus non-
observe´s, sont choisis en exacte correspondance avec les mode`les FMC(A) et FMC(B),
excepte´ qu’aucune valeur de contrainte n’est affecte´e a` Mn et mn mais uniquement le
libelle´ des classes ci et cj . Les matrices de transition P, les distributions initiales S1 et
les distributions des longueurs de chaˆınes Nc des processus cache´s (Sn)n>0 sont donc les
meˆmes que celles des mode`les FMC(A) et FMC(B) pre´sente´es a` la sous-section 3.3.1.
3.3.2.2 Distributions de probabilite´ fsn
Les valeurs observe´es du maximum Mn et du minimum mn du cycle Xn sont main-
tenant des re´alisations de variables ale´atoires dont les distributions de probabilite´s fck ,
k ∈ {1, 2, . . . , Kc}, de´pendent des classes ck prises par les variables cache´es du pro-
cessus M ′n et m
′
n, voir figure 3.5. Une unique distribution de probabilite´ est ici propose´e
pour chacune des classes de contraintes ck, k ∈ {1, 2, . . . , Kc}, maximums et minimums
confondus. Par souci de concision, seules les familles de probabilite´s des mode`les HMM(A)
(Kc = 6) et HMM
(B) (Kc = 5) sont ici pre´sente´es. Les familles de distributions des mode`les
HMM(A) (Kc = 8) et HMM
(B) (Kc = 7) sont reporte´es en annexe D.
Les ze´ros re´sultant des troncatures des parties ne´gatives des trajectoires observe´es pour
le groupe “A” forment une classe e´vidente. La classe c1 leur est de´die´e. La troncature des
parties ne´gatives des trajectoires observe´es du groupe “B” ne conduit pas de manie`re aussi
prononce´e a` un mode en ze´ro. Il est ainsi choisi de ne pas cre´er de classe spe´cifique lorsque
Kc = 5.
Distribution Gaussienne Tronque´e (DGT). Les distributions empiriques des classes
ck, k ∈ {2, 3, 4, Kc − 1 = 5} du groupe “A” et les distributions empiriques des classes
ck, k ∈ {1, 2, 3, Kc − 1 = 4} du groupe “B”, sont mode´lise´es par des lois gaussiennes
tronque´es.
La densite´ de probabilite´ d’une variable ale´atoire gaussienne tronque´e Y de souche W
et de support [a, b] est donne´e par :
fY (y) =
fW (y)
FW (b)− FW (a)1[a,b](y) (3.21)
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ou` fW et FW sont respectivement la densite´ de probabilite´ et la fonction de re´partition
d’une variable ale´atoire gaussienne W ∼ N (µ, σ), dite souche, de moyenne µ et d’e´cart-
type σ.
Le support [a, b] de la loi gaussienne tronque´e affecte´e a` la classe ck est choisie afin
de correspondre aux bornes de cette classe ck. Les moyennes et les e´carts-types des DGT,
respectivement µ et σ, sont estime´s a` partir des donne´es par la me´thode du MV. Les
re´sultats sont reporte´s dans le tableau D.1, en annexe D pour chacune des utilisations “A”
et “B” de la flotte.
Les DGT sont juge´es de qualite´ acceptable d’apre`s les figures 3.13(a) et 3.13(b) et
les diagrammes QQplot D.2 et D.3 reporte´s en annexe D. Il faut cependant noter que
des discontinuite´s existent aux frontie`res des classes, ce qui pourrait constituer un point
d’ame´lioration de la mode´lisation.
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Figure 3.13 – Densite´s de probabilite´ gaussiennes tronque´es et densite´s de Pareto ge´ne´-
ralise´es associe´es aux distributions empiriques des contraintes normalise´es “max-min” des
groupes “A” et “B”.
Distribution de Pareto Ge´ne´ralise´e (DPG). Afin de mode´liser les queues des dis-
tributions de contraintes σ/σm des donne´es “A” et “B”, il est ne´cessaire de recourir a` la
the´orie des valeurs extreˆmes (TVE). L’objectif premier n’e´tant pas de mode´liser la loi
du maximum de n copies i.i.d de la variable ale´atoire σ/σm, mais bien la queue de la
loi de σ/σm, la distribution de Pareto ge´ne´ralise´e est ici choisie. D’apre`s M.P. Martinez
[MVW+06, Mar08], la distribution de Pareto ge´ne´ralise´e est en effet approprie´e lorsque
l’on souhaite mode´liser les valeurs d’une variable ale´atoire X plus grandes qu’un certain
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seuil u suffisamment grand :
Fu(x) = P (X − u ≤ x | X > u) = 1−
(
1 + ξ
x
β(u)
)−1/ξ
(3.22)
ou` u, ξ et β sont les parame`tres de la DPG a` identifier a` partir des donne´es.
La me´thode Peaks Over Threshold (POT) [DS90] est utilise´e pour estimer les para-
me`tres u, ξ et β de la loi de Pareto ge´ne´ralise´e, en vertu de son caracte`re intuitif et de la
simplicite´ de sa mise en œuvre. D’autres me´thodes existent pour estimer les parame`tres
de la loi de Pareto ge´ne´ralise´e. Le lecteur est invite´ a` consulter les re´fe´rences [BK10a] et
[BK10b] pour une revue de´taille´e de ces me´thodes.
La premie`re e´tape de cette approche consiste a` de´terminer un seuil u pertinent pour
assurer le caracte`re asymptotique de l’approximation de la queue de distribution par la loi
de Pareto ge´ne´ralise´e. La me´thode graphique du mean excess plot est utilise´e a` cet effet.
On proce`de en e´tudiant l’e´volution de la moyenne des de´passements en fonction du seuil
u, donne´e par la relation [Col01] :
E[X − u|X > u] = β(u)
1− ξ =
β(u∗) + ξu
1− ξ (3.23)
ou` la distribution de Pareto ge´ne´ralise´e est suppose´e valable pour les de´passements du
seuil u∗.
Ceci veut dire que pour u > u∗, E[X − u|X > u] est une fonction affine de u. Or,
l’espe´rance E[X − u|X > u] peut eˆtre estime´e par 1k
∑n
i=1 1{xi>u}(xi − u), ou` k est le
nombre de de´passements du seuil u. Le graphe suivant :
{u, 1
k
n∑
i=1
1{xi>u}(xi − u)} (3.24)
appele´ mean excess plot, doit alors eˆtre affine pour des valeurs de u > u∗, ou` u∗ repre´sente
une valeur seuil a` partir de laquelle le mode`le DPG est valide.
D’apre`s [MVW+06], il faut choisir uˆ le plus grand possible (meilleure approximation du
seuil de la densite´ de Pareto ge´ne´ralise´e) mais e´galement de telle sorte que le nombre de de´-
passements k observe´ reste suffisamment grand afin de re´duire la variance des estimations.
Il s’agit donc de re´aliser un compromis.
La figure 3.14(a) nous conduit ainsi a` choisir uˆ = 0.676 (correspondant a` une valeur
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entie`re de la contrainte non-normalise´e) pour le groupe “A”. On conside`re que la courbe
est affine apre`s ce seuil et que la variance des estimations est suffisamment faible. Pour
le groupe “B”, la courbe de la figure 3.15(a) est juge´e affine au dela` de la valeur 0.406.
On choisit cependant a` nouveau la valeur uˆ = 0.676 (en analogie avec le groupe “A”) car
on conside`re que la variance des estimations reste toujours assez faible pour ce seuil. La
valeur de uˆ = 0.676 est alors la valeur impose´e a` la frontie`re gauche de la classe cKc pour
l’ensemble des mode`les FMC et HMM.
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Figure 3.14 – Mean excess plot / QQplot pour la classe c6, groupe “A”.
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Figure 3.15 – Mean excess plot / QQplot pour la classe c5, groupe “B”.
La deuxie`me e´tape consiste ensuite a` estimer les parame`tres ξ et β(uˆ) par la me´thode
du MV, qui fournit un estimateur consistant et asymptotiquement efficace si ξ > −0.5
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[Smi85]. Dans ce cas, les estimateurs ξˆ et βˆ(u) convergent vers une loi normale :
(
ξˆ
βˆ(u)
)
∼ N
[ (
ξ
β(u)
)
; 1k
(
(1 + ξ)2 (1 + ξ)β(u)
(1 + ξ)β(u) 2(1 + ξ)β2(u)
) ]
(3.25)
Ceci permet d’obtenir simplement les intervalles de confiance sur ces parame`tres. Les
estimations de ξ et β ainsi que les intervalles de confiance a` 95% associe´s sont donne´s
dans le tableau D.1 de l’annexe D pour chacun des groupes “A” et “B”. On ve´rifie bien
que ξˆ > −0.5 pour les deux groupes de donne´es. Par ailleurs ξˆ < 0 signifie que le domaine
d’attraction est de Weibull. Enfin, la qualite´ de l’infe´rence des DPG est illustre´e sur les
figures 3.14(b) et 3.15(b). On note que le re´sultat est tre`s moyen pour le groupe “A” alors
qu’il est plutoˆt satisfaisant pour le groupe “B”.
3.3.3 Autres solutions
Lors de l’infe´rence des mode`les HMM(A) et HMM(B) a` la section 3.3.2, une distribution
the´orique a e´te´ associe´e a` chaque classe de contraintes ck de la distribution empirique des
minimums et maximums des se´quences, k ∈ {1, 2, . . . , Kc}. Cela veut dire que lorsque
le minimum m′n ou le maximum M
′
n de la chaˆıne de Markov cache´e (Sn)n>0 prend l’e´tat
cache´ ck, l’observation mn ou Mn de la chaˆıne observe´e (Xn)n>0 est une re´alisation de la
variable ale´atoire de densite´ fck et ce quel que soit le cycle e´tat de la chaˆıne de Markov
cache´e.
Il est possible de raffiner le mode`le HMM pre´sente´ en envisageant par exemple de
diffe´rencier les distributions des maximums et des minimums. Il s’agit alors dans ce cas
d’identifier 2Kc distributions fck . Une autre solution, plus e´labore´e mais e´galement plus
complexe, consiste a` associer deux distributions a` chaque cycle e´tat ek = (ci, cj), ∀k ∈
{1, 2, . . . , K}, une pour le minimum cj et une pour le maximum ci pour l’ensemble des K
cycles e´tats, soit 2K distributions a` identifier. Cette solution est propose´e en annexe D.2
pour le groupe “A” de donne´es et Kc = 6. Elle est note´e HMM
(A)′ . Le processus cache´ est
le meˆme que pour le mode`le HMM(A) (Kc = 6). Seules les distributions de probabilite´ fck
sont diffe´rentes.
Il a e´te´ trouve´ que le mode`le HMM(A)
′
, qui posse`de un niveau de complexite´ plus e´leve´
que les autres mode`les introduits jusqu’ici, peut e´ventuellement trouver des applications
en propagation de fissures lorsque les mate´riaux sont sans retard ou qu’une loi de Paris
est utilise´e pour le calcul d’avance´e de fissure, voir section 3.5.3. Il faut ne´anmoins noter
que le nombre de parame`tres a` estimer est plus e´leve´ pour une meˆme quantite´ de donne´es.
Il est donc attendu que la qualite´ de l’infe´rence des distributions soit moins bonne.
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3.4 Mode´lisation d’une se´quence de Nv vols
Deux types de mode`les markoviens ont e´te´ propose´s pour la mode´lisation d’un vol,
c’est-a`-dire une se´quence de Nc cycles repre´sentative d’une activite´ donne´e de la flotte. Le
premier mode`le est une chaˆıne de Markov homoge`ne du premier ordre (FMC). Le second
mode`le, plus raffine´, est une chaˆıne de Markov homoge`ne cache´e (HMM). Il s’agit du
“niveau 1” de la mode´lisation.
La seconde e´tape de la mode´lisation des se´quences de chargement applique´es a` une
flotte (“niveau 0”) consiste a` de´finir des se´quences de Nv vols qui respectent la statistique
d’utilisation de la flotte. Le mode`le HMM0 propose´ pour simuler l’activite´ globale de
l’avion, c’est-a`-dire l’alternance de vols appartenant a` l’une ou l’autre des deux activite´s
de´finies, est encore spe´cifie´ sur la base des mode`les de Markov cache´s.
Les deux processus sous-jacents au mode`le HMM0 sont ici :
• une chaˆıne de Markov du premier ordre a` temps discret et a` espace d’e´tats discret
Eg ou` card(Eg) = r (processus non-observable).
L’espace des e´tats Eg de la chaˆıne de Markov non-observable du premier ordre est
compose´ des diffe´rents types d’activite´s de la flotte, soit les r = 27 classes de vols pre´sente´es
a` la section 2.3.2.
Eg = { Ik, k ∈ { 1, 2, . . . , r } } (3.26)
ou` Ik est une classe de vols (type de mission).
• une famille de processus observe´s (FIk , Ik ∈ Eg) dont les caracte´ristiques sont
connues et de´pendent du type de mission Ik.
Pour palier le manque de donne´es de certaines cate´gories d’utilisation de la flotte, deux
activite´s principales “A” et “B” ont e´te´ propose´es a` la sous-section 2.3.3. Le cardinal de
l’espace des e´tats Eg est donc ici re´duit a` r = 2 et Eg = {A ;B}. La famille des processus
observe´s (FIk , Ik ∈ Eg) est donc soit {HMM(A); HMM(B)} soit {FMC(A); FMC(B)}.
Les suites de Nv vols sont ainsi simule´es avec l’une ou l’autre des deux familles de
mode`les. Les mode`les d’une famille donne´e (par exemple {HMM(A); HMM(B)} ) s’alternent
le long de la se´quence de Nv vols en fonction des probabilite´s de transition des types de
mission (e´tats “A” et “B” non observe´s), voir figure 3.16.
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Figure 3.16 – Mode`le HMM0.
3.5 Validation des mode`les FMC et HMM
3.5.1 Introduction et me´thodologie
3.5.1.1 Introduction
Une me´thodologie ge´ne´rale base´e sur l’utilisation des chaˆınes de Markov et des chaˆınes
de Markov cache´es a e´te´ propose´e pour mode´liser des se´quences de chargement de fatigue
vues par une flotte d’avions de combat. Celle-ci a ensuite e´te´ de´cline´e et applique´e aux
enregistrements en vol a` disposition. L’objectif de cette section est de tester la capacite´
des mode`les FMC et HMM, de´veloppe´s pour chaque utilisation de la flotte (“A” et “B”), a`
retranscrire les proprie´te´s statistiques des se´quences de chargement de fatigue observe´es,
ainsi que celle du mode`le global (HMM0) a` prendre en compte la statistique d’utilisation
de la flotte, [MB11, MBL+11].
Etant donne´ que les parame`tres des mode`les FMC(A), FMC(B), HMM(A), HMM(B) et
HMM(A)
′
ont e´te´ identifie´s de fac¸on optimale a` partir des donne´es, il est attendu que les
se´quences de chargement simule´es avec ces mode`les pre´sentent des proprie´te´s statistiques
tre`s proches des se´quences observe´es.
Il est tout d’abord ve´rifie´, a` l’aide de la distance syme´trique de Kullback-Leibler1,que
les diffe´rences entre les matrices de transition simule´es et les matrices de transition estime´es
a` partir des donne´es sont dues a` des erreurs statistiques de simulation. Ensuite, afin de
controˆler l’aptitude des mode`les a` restituer les proprie´te´s statistiques des cycles observe´s
(moyennes et amplitudes) pour des applications en fatigue-propagation de fissures, deux
1La distance asyme´trique de Kullback-Leibler entre deux distributions Pk et Qk des matrices de tran-
sition P et Q ∀k ∈ {1, 2, . . . , K} est de´finie par : d(Pk, Qk) =
PK
l=1 Pk,l ln (Pk,l/Qk,l). La dis-
tance syme´trique de Kullback-Leibler entre deux matrices P et Q s’exprime alors par : D(P, Q) =PK
k=1 [d(Pk, Qk) + d(Qk, Pk)] /2.
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fonctions des se´quences de chargement sont e´tudie´es :
1. σeq
m : se´ve´rite´ de la se´quence de chargement de fatigue (σeq) a` la puissance m,
exposant de la loi de Paris. Cette quantite´ permet de traduire la contribution du
chargement d’amplitude variable a` l’avance´e de fissure ∆a en prenant en conside´ra-
tion les effets de surcharges et les effets d’interaction, voir section 1.1.2. Elle est ainsi
adapte´e a` la plupart des mate´riaux utilise´s en ae´ronautique, qui pre´sentent un effet
de retard important.
Issue du mode`le PREFFAS pre´sente´e a` la sous-section 1.2.5.3, son expression est
rappele´e ci-dessous :
σeq =
(
EF
Nfix
) 1
m 1
U(Rfix)(1−Rfix) (3.27)
ou` EF =
∑Ns
i=1 [σmax, i − σouv, i]m. Ns est le nombre de cycles de la se´quence de char-
gement d’amplitude variable et σouv, i est le point d’ouverture au cycle i, qui de´pend
de l’histoire du chargement.
Pour des se´quences de chargements suffisamment courtes ou` l’on suppose que le
facteur de forme est constant, l’avance´e de fissure ∆a est proportionnelle a` la quantite´
σeq
m :
∆a = CRfix [F (a)
√
πa(1−Rfix)]mσeqmNfix ∝ σeqm ∝ EF (3.28)
Le nombre de cycles Nfix des chargements d’amplitude constante e´quivalents est
choisi identique pour toutes les trajectoires. Les contraintes maximales des charge-
ments d’amplitude constante e´quivalents a` la puissance m, σeq
m, caracte´risent ainsi
entie`rement les se´ve´rite´s des se´quences de chargement. Les chargements de fatigue
peuvent alors eˆtre directement compare´s entre eux par le biais de cette quantite´.
2. γm : quantite´ obtenue avec la loi de Paris, pour les mate´riaux ne pre´sentant pas
d’effet retard, de´finie par :
γm =
Ns∑
i=1
[σmax, i − σmin, i]m (3.29)
L’amplitude entie`re du cycle i est ici prise en compte. On peut souligner que l’ef-
ficatite´ de la se´quence EF correspond exactement a` γm en imposant σouv, i = σmin, i.
117
3. Mode´lisation markovienne du chargement de fatigue
Pour des se´quences de chargements suffisamment courtes ou` l’on suppose que le
facteur de forme est constant, l’avance´e de fissure ∆a est ici proportionnelle a` la
quantite´ γm :
∆a = CR[F (a)
√
πa]mγm ∝ γm (3.30)
Ces deux quantite´s sont introduites afin de traduire les phe´nome`nes de propagation
de fissure sous chargements d’amplitude variable en s’affranchissant de la ge´ome´trie de la
structure. Ceci confe`re un caracte`re ge´ne´ral aux re´sultats pre´sente´s. Il est ici important
de noter que l’exposant m de la loi de Paris, inte´gre´ dans ces deux grandeurs, a un roˆle
amplificateur des diffe´rences mesure´es entre les amplitudes et moyennes des cycles observe´s
et celles qui sont simule´es a` partir des mode`les.
3.5.1.2 Me´thodologie
La pre´cision des mode`les FMC (FMC(A), FMC(B)) et HMM (HMM(A), HMM(B) et
HMM0 ) est tout d’abord e´value´e en comparant les proprie´te´s statistiques de la distribution
σeq
m obtenue d’une part a` partir des se´quences observe´es et d’autre part a` partir des
se´quences simule´es. Les caracte´ristiques de la de´marche adopte´e sont :
• La quantite´ σeqm, correspondant a` une se´quence de chargement d’amplitude va-
riable est, soit simule´e avec l’un des mode`les propose´s (FMC, HMM ou HMM0),
soit constitue´e par tirages ale´atoires a` partir des 27458 se´quences de chargement de
fatigue observe´es.
• Le mate´riau conside´re´ pour l’e´tude est celui du longeron principal de voilure pour
lequel les enregistrements ont e´te´ fournis. Il s’agit de l’aluminium 2024-T351, d’ex-
posant de Paris m = 3.42 et de parame`tres d’Elber a = 0.35 et b = 0.65 (valeurs
pour structures e´paisses choisies d’apre`s la re´fe´rence [ADS88]).
• Des se´quences de chargement de longueurs diffe´rentes (constitue´es de Nv vols) sont
simule´es afin d’e´tudier l’influence de ce parame`tre sur les re´sultats probabilistes
de propagation de fissure. Nous choisissons a` cet effet Nv = {1, 200, 500, 1000}
pour les se´quences de chargements repre´sentatives d’une seule activite´ de l’avion,
c’est-a`-dire compose´es de Nv vols du meˆme groupe (“A” ou “B”). Nous retenons
Nv = {200, 500, 1000, 2000} pour des se´quences de chargements repre´sentatives de
l’activite´ globale de l’avion, c’est-a`-dire compose´es de l’alternance de vols apparte-
nant aux groupes “A” et “B” suivant le sche´ma 3.16.
118
3.5. Validation des mode`les FMC et HMM
• Pour chaque mode`le teste´ (“niveau 1” : FMC(A), FMC(B), HMM(A), HMM(B) ou
“niveau 0” : HMM0) et pour Nv fixe´, les calculs de σeq
m sont re´pe´te´s Nsim = 10000
fois afin de ge´ne´rer un e´chantillon σeq
m de taille suffisante pour estimer les deux
premiers moments statistiques (moyenne et e´cart-type) de la distribution de σeq
m
et les fractiles suivants : 0.1, 1, 10, 50, 90, 99 et 99.9%. Il faut bien noter que les
Nsim = 10000 simulations re´alise´es correspondent dans chaque cas a` Nsim = 10000
simulations de chaˆınes diffe´rentes qui conduisent, via PREFFAS, a` Nsim = 10000
contraintes σeq diffe´rentes.
• Les erreurs relatives entre les moments ou les fractiles des distributions de σeqm
obtenus d’une part a` partir des se´quences de chargement de fatigue observe´es (tirage
ale´atoire uniforme) et d’autre part a` partir des se´quences simule´es avec les mode`les
propose´s sont ensuite quantifie´es. Ces deux cas sont respectivement note´s cas S (pour
simulations a` partir des mode`les) et cas R (pour re´fe´rence par rapport aux donne´es)
dans la suite.
Pour un mate´riau sans effet retard, c’est-a`-dire peu sensible aux effets d’interactions
du chargement, il est ensuite choisi d’appre´cier la pertinence des mode`les HMM(A) et
HMM(A)
′
pour le groupe“A”de donne´es uniquement. Le mode`le de Paris est alors substitue´
au mode`le PREFFAS dans la me´thodologie pre´ce´dente et les proprie´te´s statistiques des
distributions de γm obtenues soit avec les se´quences de chargement de re´fe´rence (cas R),
soit avec des se´quences de chargement simule´es (cas S), sont compare´es.
3.5.2 Mate´riau a` effet retard - fonction PREFFAS σeq
m
3.5.2.1 Pre´cision des mode`les FMC et HMM (groupes “A” et “B”)
Les proprie´te´s statistiques des distributions de σeq
m ge´ne´re´es a` partir des se´quences
de Nv vols observe´s (tirage ale´atoire uniforme dans la base de donne´es - cas R), ou` Nv =
{1, 200, 500, 1000} sont reporte´es dans les tableaux 3.3 et 3.4. Il est choisi Nfix = 5000
cycles comme longueur du chargement e´quivalent d’amplitude constante et ceci quelle que
soit la longueur de la se´quence de chargement d’amplitude variable d’entre´e. Le rapport
du chargement e´quivalent d’amplitude constante est fixe´ a` Rfix = 0.1. Par ce biais, les
quantite´s σeq
m caracte´risent a` elles seules les se´quences de chargement de fatigue et il est
possible de comparer les diffe´rents re´sultats trouve´s entre eux.
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Tableau 3.3 – Proprie´te´s statistiques de la distribution σeq
m obtenues a` partir des se´quences
de chargement observe´es (cas R) pour le groupe “A”.
Nombre
de vols
Moy. E. T. Fractiles (%)
Nv 0.1 1 10 50 90 99 99.9
1 3.5 ·10−4 3.6 ·10−4 9.9 ·10−7 6.5 ·10−6 4.5 ·10−5 2.4 ·10−4 7.6 ·10−4 1.7 ·10−3 3.0 ·10−3
200 0.0414 0.0052 0.0259 0.0291 0.0347 0.0415 0.0481 0.0536 0.0583
500 0.0965 0.0133 0.0617 0.0688 0.0833 0.0970 0.1094 0.1187 0.1247
1000 0.1836 0.0187 0.1238 0.1304 0.1605 0.1851 0.2058 0.2205 0.2305
Tableau 3.4 – Proprie´te´s statistiques de la distribution σeq
m obtenues a` partir des se´quences
de chargement observe´es (cas R) pour le groupe “B”.
Nombre
de vols
Moy. E. T. Fractiles (%)
Nv 0.1 1 10 50 90 99 99.9
1 4.5 ·10−4 5.3 ·10−4 5.9 ·10−7 4.5 ·10−6 3.0 ·10−5 2.9 ·10−4 1.1 ·10−3 2.6 ·10−3 4.9 ·10−3
200 0.0405 0.0062 0.0244 0.0275 0.0327 0.0403 0.0487 0.0559 0.0624
500 0.0934 0.0103 0.0653 0.0720 0.0803 0.0930 0.1070 0.1184 0.1267
1000 0.1784 0.0151 0.1390 0.1477 0.1594 0.1775 0.1987 0.2147 0.2271
Groupe“A”- mode`les FMC(A) et HMM(A). Les erreurs relatives (•cas S−•cas R)/•cas R
entre les proprie´te´s statistiques des distributions de σeq
m simule´es (mode`le FMC(A) ou
HMM(A) avec Kc = 6) et celles de re´fe´rence sont reporte´es sur la figure 3.17. Les er-
reurs relatives entre les proprie´te´s statistiques des distributions de σeq
m simule´es (mode`le
FMC(A) ou HMM(A) avec Kc = 8) et celles de re´fe´rence sont reporte´es sur la figure 3.18.
Pour Nv = 1 vol, aucun des mode`les (FMC et HMM) ne permet d’ajuster convena-
blement la distribution σeq
m de re´fe´rence. L’e´cart-type est conside´rablement sous-estime´
pour l’ensemble des mode`les HMM : −33.5% pour Kc = 6 (−31.9% pour Kc = 8). Il est
e´galement largement sous-estime´ pour le mode`le FMC avec Kc = 8 : −30.3% alors qu’il
est paradoxalement tre`s largement surestime´ pour le mode`le FMC avec Kc = 6 : +43.3%.
La moyenne obtenue avec le mode`le FMC avec Kc = 6 est par ailleurs comple`tement
errone´e (+115.5%) par comparaison avec les mode`les HMM et FMC (Kc = 8) ou` l’erreur
est infe´rieure a` 1%. Enfin, les fractiles estime´s avec les mode`les HMM et FMC pre´sentent
des e´carts conse´quents.
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Figure 3.17 – Erreur relative (en %) sur les proprie´te´s statistiques des distributions de
σeq
m (Cas S vs. Cas R) pour le groupe “A” de donne´es (Kc = 6).
Pour des se´quences de plusieurs vols cumule´es, Nv = {200, 500, 1000}, les mode`les
HMM (Kc = 6 et Kc = 8) paraissent satisfaisants pour mode´liser l’ale´a des chargements
de fatigue observe´s meˆme s’ils re´duisent l’e´cart-type d’environ 18%. L’erreur maximale
mesure´e sur la moyenne est de 3.8%. Les fractiles tre`s e´leve´s (par exemple a` 99.9%) sont
relativement bien estime´s (erreur < 3%). Il est cependant observe´ que les fractiles les plus
faibles (0.1% et 1%) sont surestime´s (erreur maximale de 16%). Les diffe´rences entre les
e´carts-types mesure´s et simule´s ainsi que les e´carts entre les estimations des fractiles a`
0.1% et 1% sont principalement lie´s aux e´carts entre les valeurs maximales des contraintes
simule´es et celles observe´es. Le lecteur est invite´ a` se re´fe´rer a` la partie 4.2.5 du me´moire
pour plus de de´tails sur ce point spe´cifique.
Moy. E. T. 0.1 1 10 50 90 99 99.9
−100
−50
0
50
100
150
200
Er
re
ur
 re
la
tiv
e 
(%
)
 
 
N
v
=1
N
v
=200
N
v
=500
N
v
=1000
Fractiles (%)
(a) FMC(A) (Kc = 8)
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Figure 3.18 – Erreur relative (en %) sur les proprie´te´s statistiques des distributions de
σeq
m (Cas S vs. Cas R) pour le groupe “A” de donne´es (Kc = 8).
D’apre`s les graphes 3.17 et 3.18 (erreurs relatives) et 3.19 (fonctions de re´partition)
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les mode`les FMC (Kc = 6 et Kc = 8) ne permettent pas de mode´liser correctement la
distribution σeq
m de re´fe´rence. L’e´cart-type est en effet amplement sous-estime´ (max. :
−65%). Ceci est certainement duˆ a` la forte sensibilite´ du phe´nome`ne de retard aux valeurs
extreˆmes (pris en compte dans PREFFAS), qui ne sont pas correctement mode´lise´es a`
travers les mode`les FMC. Il est par ailleurs important de souligner que le mode`le FMC
est d’autant plus mauvais (ensemble des fractiles mal e´value´) que le nombre de classes
de contraintes Kc diminue. En effet, meˆme si la matrice de transition P estime´e pour
Kc = 8 est de moins bonne qualite´ que celle obtenue avec Kc = 6, les re´sultats obtenus
par propagation de fissure sont de meilleure qualite´. Les mode`les FMC sont donc tre`s
sensibles aux nombres de classes de contraintes Kc.
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Figure 3.19 – Fonctions de re´partition empirique de σeq
m pour le groupe “A”, cas R et
cas S. Le trait noir continu repre´sente la distribution obtenue a` partir des chargements
observe´s, note´ Cas R (A).
Groupe “B” - mode`les FMC(B) et HMM(B). Les remarques de´cline´es pour les mo-
de`les FMC et HMM du groupe“A”s’appliquent aux mode`les FMC et HMM de l’utilisation
“B” de la flotte conside´re´e, voir figures 3.20, 3.21 et 3.22.
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Figure 3.20 – Erreur relative (en %) sur les proprie´te´s statistiques des distributions de
σeq
m (Cas S vs. Cas R) pour le groupe “B” de donne´es (Kc = 5).
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(a) FMC(B) (Kc = 7)
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Figure 3.21 – Erreur relative (en %) sur les proprie´te´s statistiques des distributions de
σeq
m (Cas S vs. Cas R) pour le groupe “B” de donne´es (Kc = 7).
On peut juste ici pre´ciser que les mode`les FMC sont encore moins adapte´s a` la mode´li-
sation du chargement. Un biais croissant est en particulier observe´ sur la moyenne, quel que
soit le nombre de classes Kc choisi, voir figure 3.22. Les mode`les HMM
(B) donnent quant a`
eux de meilleurs re´sultats par comparaison au groupe “A”, malgre´ une quantite´ plus faible
de donne´es. Il est e´galement inte´ressant de noter, que contrairement aux mode`les HMM(A),
les fractiles les plus faibles (0.1% et 1%) sont sous-estime´s (erreur maximale absolue de
10%) lorsque Nv = 500 et Nv = 1000.
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Figure 3.22 – Fonctions de re´partition empirique de σeq
m pour le groupe “B”, cas S et
cas R. Le trait noir continu repre´sente la distribution obtenue a` partir des chargements
observe´s, note´ cas R (B).
Pour conclure, malgre´ les e´carts releve´s entre simulations et observations, les mode`les
HMM(A) et HMM(B) tels qu’ils ont e´te´ de´finis peuvent eˆtre conside´re´s comme des premie`res
approches relativement satisfaisantes pour mode´liser l’ale´a de chargement en fatigue pour
les structures dont le mate´riau constitutif pre´sente un effet retard non ne´gligeable. Rap-
pelons que ceci concerne la plupart des alliages aluminium utilise´s en ae´ronautique. En
revanche, les mode`les FMC(A) et FMC(B) ne sont pas aptes a` traduire correctement l’ale´a
de chargement pour des applications en propagation de fissure en raison des e´carts impor-
tants entre les simulations et le cas de re´fe´rence correspondant aux donne´es observe´es.
3.5.2.2 Ade´quation du mode`le HMM0
La famille de processus (FIk , Ik ∈ Eg) retenue pour le mode`le HMM0 est la famille
{HMM(A) (Kc = 6); HMM(B) (Kc = 5)} compte tenu des re´sultats obtenus au pa-
ragraphe 3.5.2.1 et afin de satisfaire e´galement aux proprie´te´s de bonne estimation des
matrices de transition P.
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La capacite´ du mode`le HMM0 a` traduire l’ale´a de chargement observe´ pour la flotte
d’avions e´tudie´e de´pend e´videmment de l’aptitude des mode`les HMM(A) et HMM(B) a`
mode´liser l’ale´a de chargement au sein meˆme d’une utilisation de l’avion. La pre´cision
de ces mode`les, e´tudie´e a` la sous-section 3.5.2.1, est conside´re´e suffisante pour des analy-
ses probabilistes en propagation de fissure. L’ide´e de cette section est de ve´rifier qu’une
se´quence de Nv vols de chargement simule´e avec le mode`le HMM
0 permet de retranscrire
l’ale´a de chargement observe´ sur l’ensemble des activite´s de la flotte (activite´s associe´es
au groupe “A” et au groupe “B”). Les erreurs relatives entre les proprie´te´s statistiques des
distributions de σeq
m obtenues pour les cas R et S sont a` cet effet trace´es sur la figure 3.23.
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Figure 3.23 – Erreur relative (en %) entre les proprie´te´s statistiques des distributions de
σeq
m (cas S vs. cas R) pour le mode`le stochastique de chargement de “niveau 0”.
Il peut eˆtre note´ que l’erreur maximale sur la moyenne est de 3.5% en valeur absolue.
Elle est obtenue pour Nv = 200. La plus forte erreur enregistre´e sur l’e´cart-type et sur
les fractiles est de 14%. Les erreurs relatives entre les avance´es de fissures obtenues par
simulations (mode`le HMM0) et celles de re´fe´rence (tirages ale´atoires uniformes des vols
dans la base de donne´es) peuvent en partie eˆtre lie´es aux e´carts entre les lois du maximum
Pmax de la se´quence de chargement de Nv vols de re´fe´rence (cas R) et celle simule´e (cas
S), voir figures 3.24 et 3.25.
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Figure 3.24 – Distributions des maximums globaux Pmax des se´quences de chargement de
Nv vols observe´es et simule´es (cas Nv = 2000).
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Figure 3.25 – Coefficient line´aire de Bravais-Pearson rσeqm; Pmax entre σeq
m et le plus grand
maximum Pmax de la se´quence de Nv vols.
Les e´carts entre les fractiles a` 0.1% et 1% des distributions de σeq
m (cas S vs. cas R)
sont, par exemple, explique´s par une forte corre´lation ne´gative mesure´e entre Pmax et σeq
m,
figure 3.25 et les e´carts entre les distributions de Pmax (cas R et cas S), voir figure 3.24
pour Nv = 2000. Les valeurs de Pmax sont ne´cessairement borne´es a` la valeur maximale
σm pour le cas de re´fe´rence (cas R), ce qui n’est pas le cas pour les simulations graˆce a`
l’utilisation des lois de valeurs extreˆmes (DPG). Des valeurs de Pmax/σm supe´rieures a` 1
peuvent ainsi eˆtre simule´es avec les lois DPG et donc des retards plus importants peuvent
eˆtre ge´ne´re´s (confirme´s par la corre´lation ne´gative proche de −1). Ceci conduit ainsi a` des
avance´es de fissures σeq
m plus faibles. Or ce sont celles-ci qui correspondent aux fractiles
les plus faibles a` 0.1% et 1%. De meˆme, l’e´cart-type de la distribution de Pmax obtenue
a` partir des se´quences simule´es (cas S) est surestime´ par rapport au cas de re´fe´rence (cas
R), pour Nv = 2000 entraˆınant ainsi un e´cart-type de σeq
m surestime´ par les simulations.
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Ainsi, il est important de noter que l’avance´e de fissure est tre`s sensible aux valeurs
extreˆmes pour les mate´riaux dont l’effet retard n’est pas ne´gligeable. Celui-ci est ici pris
en compte a` travers le mode`le PREFFAS. Les e´carts entre les valeurs de Pmax observe´es et
celles simule´es sont principalement responsables des e´carts entre les distributions d’avance´e
de fissure. Ces derniers sont cause´s par l’utilisation d’une loi aux valeurs extreˆmes pour
mode´liser la queue de distribution des contraintes observe´es qui permet de pre´dire de
nouvelles valeurs de Pmax en “extrapolant” les valeurs re´ellement observe´es. Les mode`les
HMM propose´s posse`dent donc a` la fois un caracte`re reproductif des charges observe´es mais
e´galement un caracte`re pre´dictif de nouvelles charges plus e´leve´es que celles mesure´es en
service.
3.5.3 Mate´riau sans effet retard - fonction Paris γm
Pour les mate´riaux sans effet retard, les surcharges et les interactions du chargement de
fatigue ainsi que leur ordre d’apparition influent dans une moindre mesure sur les vitesses
de propagation de fissure. Dans ce cas pre´cis, il n’est alors pas ne´cessaire d’utiliser les
mode`les d’interaction tels que PREFFAS et Strip Yield pour le calcul d’avance´e de fissure.
Le mode`le a` cumul line´aire SEI, voir paragraphe 1.1.3, ou la loi de Paris peuvent par
exemple eˆtre pre´fe´re´s.
D’apre`s les e´tudes re´alise´es pre´ce´demment pour des mate´riaux a` effet retard, les mo-
de`les HMM propose´s et infe´re´s a` partir des donne´es a` disposition sont conside´re´s comme
satisfaisants pour simuler l’ale´a observe´ sur le chargement malgre´ une variance sous esti-
me´e. Il est ici souhaite´ tester la pertinence de la mode´lisation stochastique du chargement
base´e sur l’utilisation des chaˆınes de Markov cache´es (HMM) en utilisant la loi de Paris
pour les mate´riaux qui ne pre´sentent pas ou peu d’effet retard.
La quantite´ γm introduite a` la section 3.5.1.1 est ainsi substitue´e a` σeq
m. E´tant de´finie
comme la somme des amplitudes des cycles de la se´quence du chargement a` la puissancem,
ce parame`tre est donc en particulier sensible a` l’exactitude de tous les niveaux de charges
simule´s ainsi qu’au nombre de cycles de la se´quence. Le nombre de cycles (d’un vol) Nc
e´tant simule´ suivant sa densite´ empirique (aucune loi n’a e´te´ identifie´e), celui-ci n’est ici
pas responsable des e´carts entre les re´sultats de simulations et ceux de re´fe´rence observe´s
ci-dessous. L’impact de l’ordre d’apparition des cycles dans le chargement n’a e´galement
aucune influence sur la qualite´ des re´sultats e´tant donne´ que γm n’est pas apte a` traduire
cet effet. Finalement, seuls les nombres de transitions d’un cycle a` un autre ainsi que la
qualite´ des distributions de contraintes des mode`les HMM sont teste´s.
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Pre´cision des mode`les HMM(A) et HMM(A)
′
. La capacite´ des deux mode`les HMM(A)
et HMM(A)
′
, de´veloppe´s aux sections 3.3.2 et 3.3.3, a` retranscrire l’ale´a observe´ pour l’uti-
lisation “A”de la flotte est ici e´tudie´e. Rappelons que le mode`le HMM(A)
′
apparaˆıt comme
une solution plus e´volue´e du mode`le HMM(A), la seule diffe´rence entre ces mode`les portant
sur leurs familles de distributions (processus observe´).
Les distributions de probabilite´ de la quantite´ γm obtenues par simulations (cas S :
HMM(A) ou HMM(A)
′
) sont compare´es a` la distribution de γm de re´fe´rence obtenue a` partir
des se´quences de chargement de fatigue observe´es pour lesquelles les cycles appartenant a`
une meˆme classe ck ont e´te´ supprime´s. Il est par ce biais souhaite´ e´viter l’effet Rainflow,
pre´sente´ a` la sous-section 1.2.4.1, pour les cycles qui disparaissent lors de la mode´lisation
HMM et qui ne sont donc pas simule´s.
Les erreurs relatives entre les proprie´te´s statistiques des distributions de γm simule´es
(mode`le HMM(A) ou HMM(A)
′
) et celles de re´fe´rence sont reporte´es sur la figure 3.26.
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Figure 3.26 – Erreur relative (en %) sur les proprie´te´s statistiques des distributions de
σeq
m (Cas S vs. Cas R) pour le groupe “A” de donne´es (Kc = 6).
D’apre`s les figures 3.26 et 3.27(a) a` 3.27(d), la mode´lisation plus fine des distributions
de probabilite´ pour les contraintes “min” et “max” des cycles e´tats du mode`le HMM(A)
′
contribue a` l’obtention de meilleurs re´sultats par rapport au mode`le HMM(A). L’erreur sur
la moyenne avec le mode`le HMM(A)
′
est infe´rieure a` 1% et les fractiles sont bien estime´s
(erreur comprise entre 0.3% et 5%). Pour le mode`le HMM(A) un biais d’environ 4.5%
est mesure´ sur la moyenne et les fractiles les plus faibles (0.1% et 1%) sont un peu plus
surestime´s (erreur supe´rieure a` 6.5%).
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Figure 3.27 – Fonctions de re´partition empirique de γm pour le groupe“A”, cas S (HMM(A)
ou HMM(A)
′
) et cas R. Le trait noir continu repre´sente la distribution obtenue a` partir
des chargements observe´s, note´ Cas R (A).
Les proprie´te´s statistiques de la moyenne et des fractiles de γm sont ainsi relativement
bien estime´es par les deux mode`les HMM(A) et HMM(A)
′
. Une re´duction importante (entre
20% et 25%) de l’e´cart-type est cependant mesure´e dans les deux cas malgre´ des fractiles
(faibles ou e´leve´s) plutoˆt bien estime´s.
Cette diffe´rence entre l’e´cart-type de la distribution de γm de re´fe´rence et celui ici issu
des simulations avec le mode`le HMM(A)
′
est explique´e comme suit.
On conside`re la variable ale´atoire X de´finie par l’amplitude d’un cycle de fatigue X =
(σmax − σmin)m et un e´chantillon i.i.d de la v.a. X de taille n. La moyenne empirique de
cet e´chantillon est note´e x et les variances suivantes sont de´finies :
• la “variance entre fractiles” : s2i = 1n
∑ni
j=1(xj − x)2 ou` les xj , en nombre ni, sont
les amplitudes comprises entre deux fractiles (par exemple entre 0.1% et 1%) de la
distribution de X.
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• la variance totale : s2T = 1n
∑n
j=1(xj − x)2.
Les poids des variances entre fractiles par rapport a` la variance totale, s2i /s
2
T , sont
reporte´s sur la figure 3.28(a) pour les amplitudes x observe´es (cas R) et celles qui ont e´te´
simule´es avec le mode`le HMM(A)
′
.
La diffe´rence entre les quantite´s s2i /s
2
T simule´es, note´es (s
2
i /s
2
T )S , et celles observe´es,
note´es (s2i /s
2
T )R est ensuite reporte´e sur la figure 3.28(b).
Les amplitudes les plus grandes (valeurs extreˆmes supe´rieures au fractile a` 99%) contri-
buent majoritairement a` la variance totale d’apre`s la figure 3.28(a). Or, d’apre`s la fi-
gure 3.28(b), les variances relatives a` ces plus grandes amplitudes simule´es sont sous-
estime´es par rapport a` celles observe´es, expliquant ainsi pourquoi l’e´cart-type de la distri-
bution de γm =
∑
X est sous estime´e par les simulations.
Il est ainsi important de noter que les valeurs extreˆmes, qui impactent peu l’e´valuation
des fractiles, influent fortement sur l’estimation de la variance et donc sur celle sur l’e´cart-
type. Un effort devrait ne´cessairement eˆtre porte´ pour ame´liorer la mode´lisation de ces
valeurs (ici en termes d’amplitude) malgre´ la rarete´ des valeurs extreˆmes figurant parmi
les donne´es.
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Figure 3.28 – Influence des valeurs extreˆmes sur la variance.
Pertinence des mode`les HMM pour une application avec un mode`le type Paris.
Plusieurs solutions base´es sur les chaˆınes de Markov cache´es ont e´te´ propose´es pour simuler
des se´quences de chargement les plus fide`les possibles aux chargements re´els d’un point de
vue statistique. Ces mode´lisations permettent de prendre en compte, avec des degre´s de
finesse plus ou moins e´leve´s, l’ale´a sur les niveaux de charges minimales et maximales, la
longueur des se´quences de chargement de fatigue ainsi que le se´quencement des cycles. Ce
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dernier point constitue un ve´ritable apport des mode`les HMM (et FMC) par rapport a` des
approches base´es sur l’utilisation de variables ale´atoires qui viennent uniquement moduler
le niveau de contrainte maximal.
Toutefois, dans le cas ou` il n’est pas fondamental de prendre en compte l’ordre des
cycles, comme dans une approche type Paris ou pour un calcul de cumul line´aire du
dommage en fatigue, il n’est pas pertinent de s’appuyer sur les mode`les stochastiques
de´veloppe´s.
3.6 Conclusions et perspectives
3.6.1 Conclusions
Deux mode`les markoviens, les chaˆınes de Markov homoge`nes du premier ordre a` es-
pace d’e´tats discret (FMC) et les chaˆınes de Markov cache´es (HMM), ont e´te´ propose´s
dans ce chapitre afin de repre´senter l’ale´a inhe´rent aux chargements vus par des e´le´ments
structuraux d’ae´ronefs militaires. Leurs parame`tres ont e´te´ identifie´s a` partir de 27458
se´ries temporelles de contraintes issues d’enregistrements en vol, l’ensemble e´tant suppose´
repre´sentatif de l’activite´ globale de la flotte. Ceci confe`re aux mode`les infe´re´s un caracte`re
re´aliste.
Concernant la qualite´ des estimations, en particulier de la matrice de transition et des
distributions des lois des valeurs extreˆmes, il peut eˆtre mentionne´ que celle-ci est sensible a`
la quantite´ de donne´es. Il s’ave`re donc ne´cessaire d’effectuer un compromis entre complexite´
du mode`le et nombre de donne´es a` disposition.
La pertinence des mode`les propose´s a` repre´senter l’ale´a de chargement pour des appli-
cations en propagation de fissure a e´te´ investigue´e dans la dernie`re partie du chapitre. Le
mode`le PREFFAS pre´sente´ au chapitre 1, apte a` prendre en compte les effets de surcharge
et les effets d’interaction entre cycles d’une se´quence de chargement, et la loi de Paris,
fonction des amplitudes des cycles, ont e´te´ choisis a` cet effet.
Les conclusions suivantes peuvent eˆtre de´gage´es :
• Les mode`les HMM sont plus pre´cis pour simuler les se´quences de chargements ob-
serve´es que les mode`les FMC, d’un point de vue statistique. En effet, ils mode´lisent
non seulement le se´quencement des cycles mais e´galement les niveaux de contraintes
observe´s et en particulier les valeurs extreˆmes qui ont une importance fondamentale
sur l’avance´e de fissure.
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• Les mode`les FMC peuvent eˆtre vus comme un cas particulier des mode`les HMM
certes plus simple mais surtout moins pre´cis pour les mate´riaux a` effet retard (cas
des aluminium en ae´ronautique).
• Les mode`les HMM permettent de reproduire convenablement les proprie´te´s statis-
tiques des se´quences de chargement observe´es pour des applications en propagation
de fissure, malgre´ un e´cart-type souvent sous-estime´. Les diffe´rences observe´es sont
principalement lie´es aux e´carts entre les valeurs extreˆmes simule´es et celles obser-
ve´es. Ceci invite a` des efforts supple´mentaires pour une mode´lisation plus fine de ces
valeurs extreˆmes.
• L’utilisation de la loi de Pareto ge´ne´ralise´e pour mode´liser les contraintes dans la
queue de distribution permet de simuler des valeurs plus e´leve´es que celles collecte´es
en vol. Ceci confe`re aux mode`les HMM un caracte`re pre´dictif en plus de leur carac-
te`re reproductif.
De manie`re plus ge´ne´rale, les mode`les HMM peuvent eˆtre conside´re´s comme des outils
suffisamment adapte´s pour mode´liser l’ale´a de chargement de fatigue. Les mode´lisations
propose´es sont particulie`rement pertinentes dans le cadre d’un suivi des charges en service
ou` les donne´es sont nombreuses. De tels mode`les pourraient e´galement eˆtre applicables
a` d’autres domaines que celui des charges de fatigue sur structures ae´ronautiques, sous
re´serve que des donne´es soient mesurables en quantite´ suffisante. Ce pourrait par exemple
eˆtre le cas pour les charges subies par des constructions dues au vent et/ou a` la houle, les
charges ge´ne´re´es par la conduite et/ou l’e´tat de la route et subies par les ve´hicules, etc.
3.6.2 Perspectives
Les e´tudes mene´es dans ce chapitre ont de´montre´ le potentiel des mode`les HMM pour
mode´liser des chargements de fatigue lorsque l’ordre des cycles et des vols importe. Ce-
pendant, il est primordial de remarquer que l’utilisation de ces outils ne´cessite une bonne
connaissance du proble`me avant de pouvoir les mettre en œuvre de fac¸on efficace et propo-
ser des solutions qui permettent de re´pondre aux exigences pose´es. Il n’existe pas a priori
de solution unique pour un jeu de donne´es disponible.
Dans le cadre de ce me´moire, un certain nombre de solutions base´es sur les HMM ont
ainsi e´te´ balaye´es mais les perspectives d’ame´lioration et de de´veloppement des solutions
propose´es restent nombreuses. L’influence de la position des frontie`res des classes et en
particulier celle des valeurs extreˆmes sur la pre´cision des re´sultats pourrait par exemple
eˆtre e´tudie´e. Une me´thode d’actualisation des mode`les a` partir de donne´es supple´mentaires
132
3.6. Conclusions et perspectives
pourrait e´galement eˆtre e´tudie´e. Les me´thodes d’actualisation Baye´sienne pourraient par
exemple eˆtre envisage´es pour mettre a` jour les parame`tres des lois utilise´es et en particulier
ceux de la loi de Pareto ge´ne´ralise´e. L’e´tude de l’effet de l’actualisation des parame`tres sur
la qualite´ des re´sultats serait alors envisageable.
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Chapitre 4
Analyse probabiliste de la
tole´rance aux dommages
Ce chapitre est consacre´ a` l’analyse probabiliste de la tole´-
rance aux dommages sous chargements ale´atoires d’amplitude
variable. Deux analyses de distribution de propagation de fis-
sures au bord d’un ale´sage d’un longeron principal de voilure
d’avion de combat sont re´alise´es. Il s’agit dans un premier
temps d’identifier les parame`tres de chargement impactant for-
tement l’avance´e de fissure : intensite´ des valeurs extreˆmes,
nombre de vols cumule´s, nombre de cycles dans la se´quence de
chargement, et ensuite d’analyser les poids respectifs de l’ale´a
de chargement et de celui propre au mate´riau.
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4.1. Introduction
4.1 Introduction
Le chapitre 3 a permis de proposer des mode`les stochastiques de chargement en fatigue
repre´sentatifs des chargements re´els vus en service par une flotte d’ae´ronefs. L’influence de
l’ale´a de chargement sur la dispersion du processus de propagation de fissure est de´sormais
e´tudie´e a` partir d’une se´rie d’e´tudes parame´triques. Les se´quences de chargement de fatigue
sont ge´ne´re´es a` partir des mode`les ale´atoires de´veloppe´s au chapitre 3.
4.2 Parame`tres de chargement impactant l’avance´e de fis-
sure
Cette section pre´sente l’analyse probabiliste de la propagation de fissure d’un dommage
correspondant a` une fissure au bord d’un ale´sage de longeron principal des avions de com-
bat appartenant a` la flotte e´tudie´e. Seuls les chargements de fatigue d’amplitude variable
sont suppose´s incertains dans cette e´tude. Les effets respectifs du plus grand maximum des
se´quences de chargement note´ Pmax, du nombre de cycles Ns par se´quence et du nombre
de vols cumule´s Nv par se´quence, sur la dispersion de l’avance´e de fissure sont analyse´s,
[MB11, MBL+11, MBT11].
4.2.1 Pre´sentation de la structure e´tudie´e
4.2.1.1 Ge´ome´trie
Le dommage conside´re´ correspond a` une fissure en pied de teˆte de fraisure d’ale´sage
d’un longeron principal de l’avion de combat e´tudie´. Il est repre´sente´ sur le sche´ma de
la figure 4.1. Cette ge´ome´trie est mode´lise´e de manie`re simplifie´e par une fissure de coin
s’amorc¸ant au bord libre d’un trou d’une plaque, ce qui correspond au mode`le CC02
imple´mente´ sous le logiciel NASGRO [NAS06].
137
4. Analyse probabiliste de la tole´rance aux dommages
(a) Fissure re´elle en pied de teˆte
d’ale´sage
(b) E´prouvette CC02 imple´-
mente´e sous NASGRO
Figure 4.1 – Ge´ome´trie de la structure fissure´e.
Les expressions des facteurs d’intensite´ de contraintes sont :
{
Ka(a, c) = σfa(a, c)
√
πa
Kc(a, c) = σfc(a, c)
√
πa
(4.1)
ou` fa(a, c) et fc(a, c) sont les facteurs de forme associe´s a` l’e´prouvette CC02. Les solutions
imple´mente´es sous NASGRO code´es en Fortran sont ici reprogramme´es sous Matlab par
ne´cessite´, afin de pouvoir mener les approches probabilistes.
Toutes les e´prouvettes sont ici suppose´es contenir une unique fissure de meˆme forme
et dont les dimensions initiales sont les meˆmes pour toutes les e´prouvettes. Le seuil de
de´tection e´tant de 0.5 mm pour le moyen de controˆle non-destructif (CND) mis en œuvre
(multi-e´le´ment (US) 1), on suppose que la profondeur et la longueur initiales de la fissure
sont de´terministes et e´gales a` 0.5 mm. Les dimensions ge´ome´triques de la structure sont
reporte´es dans le tableau 4.1.
Tableau 4.1 – Donne´es ge´ome´triques de l’e´prouvette (en mm).
Largeur W = 59
E´paisseur t = 21
Diame`tre du trou D = 10
Position du trou B = 25
Profondeur initiale de la fissure a0 = 0.5
Ratio de forme initiale de la fissure a0/c0 = 1
1La me´thode multi-e´le´ment est calibre´e sur des dommages e´talons de forme circulaire (a = c) obtenus
par e´lectro-e´rosion. Lors de la mesure, le controˆleur de´tecte un signal qui est plus grand, plus petit ou e´gal
au signal e´talon.
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4.2.1.2 Proprie´te´s mate´riau et mode`le de fissuration
Le mate´riau conside´re´ pour l’ensemble des e´tudes de ce me´moire est l’aluminium 2024-
T351 dont les proprie´te´s mate´riau extraites de la note technique n˚ 5/M/90 [Ren90] sont
rappele´es dans le tableau 4.2. Le mode`le de propagation de fissure choisi pour l’e´tude est
le mode`le PREFFAS. Les parame`tres a et b d’Elber du mode`le PREFFAS, fonctions du
mate´riau et de l’e´paisseur t de la structure, sont choisis en accord avec les recommandations
de D. Aliaga [ADS88].
Tableau 4.2 – Proprie´te´s mate´riau de l’e´prouvette CC02.
Limite d’e´lasticite´ σy = 312 MPa
Facteur d’intensite´ critique KIc = 1185.8 MPa
√
mm
Coefficient de Paris C = 3.26 · 10−8 , m = 3.42
Coefficients d’Elber a = 0.35 b = 0.65
4.2.2 Repre´sentation stochastique du chargement de fatigue
Les chargements endure´s en vol par l’ale´sage du longeron principal de l’avion de combat
conside´re´ ont e´te´ mode´lise´s au chapitre 3 a` l’aide de chaˆınes de Markov homoge`nes du pre-
mier ordre et de chaˆınes de Markov cache´es. Pour chaque usage “A” et “B”de l’avion, deux
mode`les (FMC et HMM) ont e´te´ propose´s pour mode´liser l’ale´a inhe´rent aux se´quences de
chargement observe´es. Un mode`le global HMM0 s’appuyant sur les mode`les HMM(A) et
HMM(B) a ensuite e´te´ de´fini pour mode´liser des se´quences de Nv vols repre´sentatives des
deux activite´s “A” et “B” de la flotte.
Les mode`les FMC(A) (Kc = 6) et HMM
(A) (Kc = 6) sont ici utilise´s pour ge´ne´rer des
se´quences de chargement de fatigue de Nv vols repre´sentatives de l’activite´ “A”. De meˆme,
les mode`les FMC(B) (Kc = 5) et HMM
(B) (Kc = 5) sont ici employe´s pour la simulation de
se´quences de chargement reproduisant l’ale´a observe´ dans le groupe “B”. Enfin, le mode`le
HMM0 s’appuyant sur les mode`les HMM(A) (Kc = 6) et HMM
(B) (Kc = 5) permet de
ge´ne´rer des chargements de fatigue prenant en compte a` la fois l’ale´a mesure´ sur les charges
du groupe “A” et celui sur celles du groupe “B”. Les caracte´ristiques de ces mode`les sont
donne´es aux paragraphes 3.3 et 3.4.
4.2.3 De´marche applique´e
Plusieurs analyses de distribution de l’avance´e de fissure sous spectres de chargement
ale´atoires d’amplitude variable sont ici re´alise´es. Les diffe´rents e´le´ments d’un spectre de
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chargement sont pre´sente´s ci-dessous et sur la figure 4.2.
• Un spectre de chargement est de´fini par la re´pe´tition d’une meˆme se´quence de char-
gement afin de respecter les hypothe`ses d’utilisation du mode`le PREFFAS (station-
narite´). Soit F le nombre de fois ou` la se´quence est re´pe´te´e.
• Une se´quence de chargement est compose´e de Nv vols (de l’activite´ “A”, de l’activite´
“B” ou des activite´s “A et B”). Elle contient un total de Ns cycles.
• Le nombre total de vols NT du spectre de chargement est donc de NT = F ×Nv.
• Un vol (“A” ou “B”) contient Nc cycles de fatigue. Une se´quence de Nv vols est ainsi
constitue´e de Ns =
∑Nv
i=1N
(i)
c cycles, ou` N
(i)
c est le nombre de cycles du vol i (va-
riable ale´atoire).
• Le nombre total de cycles N d’un spectre de chargement est enfin donne´ par :
N = F ×Ns = F ×
∑Nv
i=1N
(i)
c .
Les variables Nc, Ns et N sont ale´atoires.
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Figure 4.2 – De´finitions d’un spectre de chargement, d’une se´quence de chargement, d’un
vol et notations utilise´es.
Tous les spectres de chargement de fatigue ge´ne´re´s lors des analyses de distribution
sont compose´s d’un meˆme nombre choisi de NT = 6000 vols. Il est choisi de faire va-
rier le nombre de vols Nv par se´quence parmi les valeurs {1, 200, 500, 1000}, lorsque
la se´quence est constitue´e uniquement de vols d’un meˆme groupe “A” ou “B”, et parmi
140
4.2. Parame`tres de chargement impactant l’avance´e de fissure
{200, 500, 1000, 2000}, lorsque la se´quence est constitue´e de vols des deux groupes “A” et
“B”. Ceci permet d’e´tudier l’impact du nombre de vols par se´quence Nv sur la dispersion
des re´sultats de propagation.
Les analyses de distribution de l’avance´e de fissure sont finalement caracte´rise´es par
le type d’ale´a de chargement pris en compte dans les simulations (“A”, “B” ou “A et B”),
la me´thode de simulations des se´quences de vols (cas S : FMC ou HMM; cas R : tirage
ale´atoire des vols dans la base de donne´es) et le nombre de vols par se´quence qui est re´pe´te´
jusqu’a` l’obtention des NT = 6000 vols (Nv = {1, 200, 500, 1000} (ale´a “A” ou “B”) ou
Nv = {200, 500, 1000, 2000} (ale´a “A et B”)). Chaque distribution est obtenue a` partir
de Nsim = 10000 re´alisations de af et cf (taille de l’e´chantillon statistique).
La figure 4.3 synthe´tise l’ensemble des analyses de distribution re´alise´es.
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Figure 4.3 – Analyses de distribution re´alise´es.
Les dispersions sur les avance´es de fissure (af et cf ) en termes de coefficient de variation
sont compare´es lors des diffe´rentes analyses. L’e´tude porte sur l’influence des parame`tres du
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chargement suivants sur l’avance´e de fissure : valeur maximale Pmax de la se´quence, nombre
de vols Nv par se´quence et nombre de cycles Ns applique´s par se´quence de chargement.
Il est important de noter que les simulations probabilistes de propagation de fissure
ne´cessitent des temps de calcul significatifs. Chacune des e´tapes de calcul : ge´ne´ration des
se´quences de chargement avec les mode`les de Markov, analyse cycle-a`-cycle du chargement
d’amplitude variable avec le mode`le PREFFAS et calcul se´quentiel de l’avance´e de fissure
du mode`le CC02 avec la loi de Paris, mobilisent les capacite´s informatiques pendant une
dure´e conse´quente. Tous les algorithmes ont ainsi e´te´ programme´s de manie`re optimale
afin de pouvoir traiter simultane´ment plusieurs calculs de propagation de fissure sous
chargement d’amplitude variable ale´atoires (calculs vectorise´s sous Matlab et distribution
de calculs sur machines multi-processeurs).
4.2.4 Re´sultats
Les moyennes et dispersions (coefficient de variation) de la profondeur de fissure af ,
obtenues apre`s propagation des Nsim = 10000 chargements de fatigue de NT = 6000
vols sont respectivement reporte´es sur les figures 4.4 et 4.5. Les proprie´te´s statistiques
de la longueur de fissure cf sont voisines de celles obtenues pour af et elles ne sont pas
mentionne´es pour des raisons de concision.
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Figure 4.4 – Moyenne de la profondeur de fissure af (pour NT = 6000 vols) en fonction
du nombre de vols par se´quence Nv et du mode de simulation choisi (cas R, cas S : FMC
ou HMM).
Cas R. La moyenne et le coefficient de variation obtenus a` partir de chargements de
fatigue compose´s de la re´pe´tition de se´quences de Nv = 1 vol observe´ (cas R) sont tre`s
largement supe´rieurs aux moyennes et coefficients de variation calcule´s a` partir des spectres
de chargement compose´s de se´quences plus longues Nv = {200, 500, 1000, 2000}. Les
moyennes de af et cf plus e´leve´es pour Nv = 1 s’expliquent par une re´pe´tition plus
fre´quente de la surcharge maximale Pmax qui est, par ailleurs, moins e´leve´e en moyenne
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que celle observe´e pour Nv = {200, 500, 1000, 2000}. L’ouverture associe´e est ainsi plus
faible et l’effet retardateur de cette surcharge, pris en compte dans PREFFAS, est donc
moindre. De plus, la re´pe´tition tre`s rapproche´e de Pmax provoque une progression de la
fissure plus rapide par rapport aux autres cycles.
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Figure 4.5 – Coefficient de variation caf de la profondeur de fissure af (pour NT = 6000
vols) en fonction du nombre de vols par se´quence Nv et du mode de simulation choisi (cas
R, cas S : FMC ou HMM).
D’apre`s la figure 4.5, le coefficient de variation de la taille de fissure af diminue no-
tablement en fonction du nombre de vols Nv par se´quence (re´pe´te´e jusqu’a` l’obtention de
NT vols) et ce quel que soit l’ale´a pris en compte (“A”, “B” ou “A et B”). Le coefficient de
variation est par exemple de 34.3% lorsque Nv = 200, contre 12% lorsque Nv = 2000 (ale´a
“A et B”). Il est de 99% (Nv = 1), 22.9% (Nv = 200) et de 15.8% (Nv = 1000) lorsque seul
l’ale´a du chargement de l’utilisation “A” de la flotte est pris en compte. Le parame`tre Nv
apparaˆıt donc comme un parame`tre critique pour les analyses de propagation de fissure
soumise a` des se´quences de chargement re´pe´te´es, ce qui est le cas avec le mode`le de PREF-
FAS. Des e´volutions du mode`le PREFFAS ont e´te´ pre´sente´es au chapitre 1 afin de pouvoir
traiter des spectres de chargement ale´atoires sur leur longueur et ainsi e´viter la sensibilite´
du phe´nome`ne de propagation de fissure au parame`tre Nv (mode`le PREFFAS-m).
Cas S. Les simulations a` partir des mode`les FMC et HMM donnent des proprie´te´s
statistiques e´loigne´es de celles estime´es a` partir des vols observe´s (cas R) lorsque Nv =
1. La moyenne est tre`s largement surestime´e alors que la variance est sous-estime´e, ce
qui confirme la me´diocrite´ des mode`les propose´s a` reproduire les proprie´te´s statistiques
observe´es lorsque Nv = 1, cf. paragraphe 3.5.2.1. Les proprie´te´s statistiques (moyenne et
coefficient de variation) des dimensions de fissure af et cf obtenues a` partir des se´quences
de chargement simule´es avec les mode`les HMM(A), HMM(B) et HMM0 sont quant a` elles
tre`s proches de celles obtenues a` partir des trajectoires de re´fe´rence lorsque Nv > 1, ce
qui confirme l’ade´quation de tels mode`les pour ce type d’application. On peut toutefois
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mode´rer ces propos en soulignant que le coefficient de variation est souvent le´ge`rement
sous-estime´ par les simulations. Les e´carts entre les re´sultats de propagation de fissure
(moyenne et coefficient de variation) obtenus dans le cas R et ceux obtenus a` partir des
mode`les FMC sont eux importants, ce qui permet de confirmer que les mode`les FMC ne
sont pas satisfaisants.
4.2.5 Influence des parame`tres des se´quences de chargement
L’impact du nombre de cycles Ns contenus dans une se´quence de Nv vols et celui du
plus grand maximum de la se´quence note´ Pmax sur la propagation de fissure de l’e´prouvette
CC02 sont maintenant analyse´s.
4.2.5.1 Effet du nombre de cycles applique´s par se´quence
Analyse du coefficient de variation de Ns. Avant d’e´tudier l’effet du nombre de
cycles Ns par se´quence sur les longueurs de fissure finales af et cf , le coefficient de variation
du nombre de cycles Ns par se´quence est tout d’abord analyse´. L’e´volution du coefficient de
variation de Ns en fonction du nombre de vols par se´quence Nv est trace´e sur la figure 4.6.
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Figure 4.6 – Coefficient de variation cNs du nombre de cycles Ns par se´quence de Nv vols
(en %).
Pour un vol (Nv = 1), les mode`les FMC et HMM surestiment le coefficient de variation
de Ns quelle que soit l’activite´ de la flotte (“A” ou “B”). L’erreur est proche de 60%. Cet
e´cart conside´rable peut en partie eˆtre attribue´ aux cycles observe´s, dont les minimums et les
maximums appartiennent a` une meˆme classe ck et qui disparaissent lors de la mode´lisation
avec les approches markoviennes pre´sente´es.
Pour des se´quences de chargement de fatigue compose´es de plusieurs vols (Nv =
{200, 500, 1000, 2000}), le coefficient de variation de Ns est petit (≤ 5%) et de´croˆıt
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jusqu’a` 1% pour les se´quences observe´es (cas R) et simule´es (cas S). Ce phe´nome`ne est
explique´ par le The´ore`me Central Limite (TCL).
Chaque vol i de la se´quence de Nv vols est compose´ de N
(i)
c cycles de fatigue, ou`
N
(i)
c est une variable ale´atoire qui repre´sente soit le nombre de cycles du vol observe´,
tire´ ale´atoirement dans la base de donne´es (cas R), soit une re´alisation de la distribution
empirique du nombre de cycles par vol (cas S), voir figures 3.11(b) et 3.12(b). Le nombre
de cycles de fatigue Ns d’une se´quence de Nv vols est donc une variable ale´atoire de´finie
par Ns =
∑Nv
i=1N
(i)
c .
Les nombres de cycles N
(i)
c , i = 1, . . . , Nv, sont inde´pendants et identiquement
distribue´s suivant la loi de la variable ale´atoire parente Nc ∼ L ( µNc ; σNc ). D’apre`s le
TCL, la variable ale´atoire Ns =
∑Nv
i=1N
(i)
c est donc asymptotiquement distribue´e suivant
la loi normale lorsque Nv tend vers l’infini :
1
Nv
∑Nv
i=1N
(i)
c − µNc
σNc
√
Nv ; N ( 0 ; 1 ) lorsque Nv → +∞ (4.2)
Le coefficient de variation de Ns est ainsi approche´ par l’expression (4.3). Ceci explique
pourquoi ce dernier diminue lorsque Nv augmente.
cNs =
σNc√
NvµNc
(4.3)
La figure 4.7 fournit une illustration de ces propos pour des se´quences de chargement
de longueur Nv = 200 vols repre´sentatives de l’ale´a du groupe “A”. Dans ce cas, Ns ;
N ( 200µNc ; √200σNc ).
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Figure 4.7 – Distribution empirique de Ns obtenue a` partir des se´quences de chargement
de Nv = 200 vols observe´es du groupe “A” vs. distribution normale par TCL.
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E´tude de la corre´lation entre Ns et af . Dans une seconde analyse, la corre´lation
entre le nombre de cycles Ns par se´quence et l’avance´e de fissure af est e´tudie´e, voir
figure 4.8. Une corre´lation supe´rieure a` 0.5 est mesure´e entre Ns et af pour les deux
groupes de donne´es “A” et “B” et pour les se´quences de Nv = 1 vol observe´es (cas R) ou
simule´es (cas S : FMC et HMM). Les mode`les markoviens FMC et HMM surestiment cette
corre´lation tout comme le coefficient de variation de Ns.
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Figure 4.8 – Coefficient line´aire de Bravais-Pearson raf ; Ns entre la profondeur de fissure
finale af et le nombre de cycles Ns par se´quence de Nv vols.
Lorsque les se´quences de chargement sont plus longues (Nv = {200, 500, 1000, 2000}),
la corre´lation entre la profondeur de fissure af et le nombre de cycles Ns, obtenue soit a`
partir des chargements du cas R, soit a` partir des chargements du cas S avec le mode`le
HMM, diminue avec Nv et devient ne´gligeable. Il est cependant important de noter que le
mode`le FMC surestime notablement le coefficient de corre´lation entre af et Ns par rapport
aux autres cas (cas R et cas S : HMM) et cela quel que soit Nv. Ceci semble signifier que
Ns est un parame`tre important pour le processus de propagation de fissure dans ce cas la`
(cas S : FMC).
4.2.5.2 Effet des charges extreˆmes
L’effet des valeurs extreˆmes pre´sentes au sein des se´quences de chargements de Nv vols
sur le phe´nome`ne de propagation de fissure est maintenant e´tudie´. Dans un premier temps,
l’analyse porte sur le coefficient de variation du maximum par se´quence note´ Pmax ainsi
que sur la corre´lation entre le maximum Pmax et la longueur de fissure finale af . Dans une
deuxie`me e´tude, on s’inte´resse a` la sensibilite´ du processus de propagation de fissure aux
parame`tres ξ et β de la loi des valeurs extreˆmes DGP, ici utilise´e pour mode´liser la queue
de distribution des contraintes maximales.
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Effet de Pmax sur l’avance´e de fissure (af et cf). D’apre`s les figures 4.9(a) et 4.9(b)
une corre´lation positive e´leve´e est mesure´e entre Pmax et af lorsque la se´quence de char-
gement re´pe´te´e n’est compose´e que d’un seul vol, pour les se´quences observe´es et celles
simule´es (FMC et HMM). Ceci signifie que l’effet retard est moins fort que la fre´quence
de re´pe´tition du maximum Pmax. Le maximum Pmax contribue plus a` l’avance´e de fissure.
A contrario une forte corre´lation ne´gative qui tend vers −1 est mesure´e pour des se´-
quences de chargement constitue´es de plusieurs vols observe´s (cas R) ou simule´s avec le
mode`le HMM (cas S : HMM). Ceci signifie que plus le maximum de la se´quence Pmax est
grand, moins la fissure progresse vite (a` nombre de vols impose´). Ce maximum Pmax est
responsable de l’effet de retard principal pris en compte dans le mode`le PREFFAS. Rap-
pelons que le facteur d’intensite´ de contrainte d’ouverture Kouv minimal sur la se´quence
de chargement est calcule´ a` partir de la valeur Pmax associe´e au minimum global, voir
chapitre 1.
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Figure 4.9 – Coefficient line´aire de Bravais-Pearson raf ; Pmax entre la profondeur de fissure
finale af et le plus grand maximum Pmax de la se´quence de Nv vols.
Aucune corre´lation entre Pmax et af n’est mesure´e avec le mode`le FMC pour Nv > 1,
toutes les valeurs extreˆmes de la classe cKc e´tant remplace´es par une valeur unique. Pour
les meˆmes raisons cPmax=0, voir figure 4.10. Le phe´nome`ne de fissuration n’est donc pas
sensible aux valeurs extreˆmes lorsque le chargement est simule´ avec le mode`le FMC. Dans
ce cas il est plutoˆt sensible au nombre de cycles Ns par se´quence, ce qui est mis en e´vidence
par la forte corre´lation mesure´e entre Ns et af , voir figure 4.8.
D’apre`s les figures 4.10(a), 4.10(b) et 4.10(c) on peut souligner que les mode`les HMM
estiment assez bien le coefficient de variation de Pmax pour Nv = {200, 500, 1000, 2000}.
La pertinence des mode`les HMM a` retranscrire les proprie´te´s statistiques du chargement
observe´ et celles de l’avance´e de fissure est ainsi une nouvelle fois de´montre´e.
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Figure 4.10 – Coefficient de variation cPmax du plus grand maximum Pmax de la se´quence
de Nv vols (en %).
Sensibilite´ de af et cf aux parame`tres de la loi DPG. Deux autres couples de
parame`tres (ξ, β) ∈ {(0, 3.9); (−0.01, 5)} de la loi DPG sont propose´s pour mode´liser la
queue de distribution des contraintes du groupe “A” (distribution fcKc du mode`le HMM)
en plus du couple estime´ par le MV a` partir des donne´es (ξ = −0.08 et β = 3.9), voir
figure 4.11. Ces deux couples (choisis arbitrairement) ont des queues plus lourdes que celle
de la distribution identifie´e a` partir des donne´es. Le seuil uˆ = 0.676 est le meˆme pour les
trois lois (celle identifie´e et celles correspondant aux 2 couples choisis).
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Figure 4.11 – Distribution empirique des contraintes normalise´es σ/σm de la classe cKc du
groupe “A” et lois de DPG.
Les diffe´rents graphes de la figure 4.12 soulignent une nouvelle fois l’impact de la
mode´lisation de la distribution fcKc sur les re´sultats de propagation de fissure mene´es
avec PREFFAS. On remarque que les distributions a` queues lourdes sont responsables
d’avance´es de fissure af plus faibles que celles obtenues a` partir de la distribution d’origine
(de´calage des fonctions de re´partition vers la gauche). Ces distributions permettent de
ge´ne´rer plus fre´quemment des valeurs de Pmax plus e´leve´es que celles de la distribution
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d’origine et donc de simuler des retards plus importants. Les valeurs extreˆmes Pmax doivent
ainsi eˆtre vues comme un parame`tre fondamental pour des analyses de propagation de
fissures sous chargements d’amplitude variable re´pe´te´s.
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Figure 4.12 – Fonctions de re´partition empiriques de la profondeur de fissure af (en mm),
obtenues soit a` partir des trajectoires de chargement de re´fe´rence, soit a` partir des trajec-
toires simule´es avec le mode`le HMM, la DPG fcKc prenant diffe´rents couples de parame`tres.
4.3 Poids respectifs de l’ale´a de chargement et de celui du
mate´riau
Cette section pre´sente l’analyse de distribution de l’avance´e d’une fissure amorce´e en
bord d’ale´sage d’un longeron principal de l’avion de combat e´tudie´, soumise a` des charge-
ments d’amplitude variable. L’effet de l’ale´a mate´riau ainsi que l’effet de l’ale´a de charge-
ment sur la dispersion des re´sultats de propagation de fissure sont e´tudie´s, [MB11]. Dans
un premier temps, l’effet de chacun de ces ale´as est investigue´ se´pare´ment. Les incerti-
tudes sur le chargement et sur les proprie´te´s mate´riau sont ensuite simultane´ment prises
en compte.
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Les chargements suppose´s incertains sont ici simule´s avec le mode`le HMM(A) (Kc = 6),
de´veloppe´ au paragraphe 3.2.2 et infe´re´ au paragraphe 3.3.2 du chapitre 3. Pour un souci
de concision, les analyses sont restreintes a` la seule activite´ “A” de la flotte. L’ale´a sur
les donne´es mate´riau inte`gre uniquement les incertitudes sur les vitesses de propagation
entre e´prouvettes, re´fe´re´ en tant que “between specimen scatter” dans la litte´rature. Les
parame`tres de la loi de fissuration sont simplement mode´lise´s par des variables ale´atoires.
L’ale´a sur les parame`tres de la loi de fissuration, ici la loi de Paris-Erdogan, est caracte´rise´
sur la base d’un traitement statistique d’essais de propagation de fissure extrait de la
litte´rature.
4.3.1 Pre´sentation de la structure e´tudie´e
La structure e´tudie´e est identique a` celle de l’exemple 4.2. La ge´ome´trie de fissu-
ration correspond au mode`le CC02. Les parame`tres ge´ome´triques sont reporte´s dans le
tableau 4.1. Le mate´riau conside´re´ dans cet exemple est l’aluminium 2024-T351 dont les
proprie´te´s sont pre´sente´es dans le tableau 4.2.
4.3.2 Mode´lisations stochastiques des ale´as mate´riau et de chargement
4.3.2.1 Repre´sentation de l’ale´a mate´riau
Les incertitudes intrinse`ques au comportement du mate´riau sont mises en e´vidence par
le biais de tests re´alise´s dans des conditions identiques : meˆme mate´riau, meˆme longueur
initiale de fissure, meˆme chargement, fabrication et pre´paration identiques des e´prouvettes,
meˆme ope´rateur, meˆme environnement climatique, etc. Seuls quelques travaux sont de´die´s
a` la caracte´risation de ces incertitudes a` partir de re´sultats expe´rimentaux obtenus dans
des conditions identiques de tests. Les travaux les plus connus sont ceux de D.A. Virkler
et al. [VHG79] et ceux de H. Ghonem et S. Dore [GD87]. L’ale´a pre´sent lors de tels essais
a une double origine : intra e´prouvette et inter e´prouvettes. En effet, diffe´rentes vitesses
de propagation sont a` la fois mesure´es au sein meˆme d’une e´prouvette mais e´galement
d’une e´prouvette a` une autre. Des processus stochastiques sont usuellement utilise´s pour
mode´liser l’ale´a intra e´prouvette, c’est-a`-dire pour repre´senter les variations internes de
vitesses au cours du processus de fissuration alors qu’une approche consistant a` mode´liser
les parame`tres de la loi de propagation de fissure par des variables ale´atoires est conside´re´e
comme suffisante pour prendre en compte l’incertain sur les essais de propagation inter
e´prouvettes.
Seules les incertitudes sur les vitesses de propagation de fissures sont ici prises en
compte. Les parame`tres C et m de la loi de Paris sont mode´lise´s a` cet effet par des va-
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riables ale´atoires. La dispersion observe´e sur les parame`tres C et m de la loi de Paris
pour l’aluminium 2024-T3 lors des essais mene´s par D.A. Virkler [VHG79] sur 68 e´prou-
vettes CCT soumises a` un meˆme chargement d’amplitude constante 2 est ici utilise´e pour
caracte´riser l’incertain sur les parame`tres C et m de l’aluminium 2024-T351.
D’apre`s la re´fe´rence [BL07], les variables ln C etm de l’aluminium 2024-T3 peuvent eˆtre
approche´es par des lois normales ln C ∼ N ( −26.056; 0.972 ) et m ∼ N ( 2.855; 0.166 ).
Les coefficients de variation de ln C et m sont respectivement de 3.73% et 5.81%. Une tre`s
forte corre´lation ne´gative est mesure´e entre ces deux variables ale´atoires : −0.99795.
On suppose ici que les parame`tres ln C et m de l’aluminium 2024-T351 ont respective-
ment les meˆmes coefficients de variation que ceux de l’aluminium 2024-T3 issus des donne´es
de D.A. Virkler. On suppose e´galement que la corre´lation entre ln C et m est identique.
Les moyennes de ln C et m, respectivement de −26.056 et de 2.855, sont remplace´es par
ln (2.417 · 10−13) = −29.053 et 3.42.
Afin de simplifier les proce´dures de simulations, une solution base´e sur l’expression de
la re´gression line´aire de ln C en m est envisage´e pour transformer le proble`me des deux
variables ale´atoires corre´le´es en un proble`me a` deux variables ale´atoires non corre´le´es. La
re´gression de ln C en m propose´e par O. Ditlevsen et R. Olesen [DO86] s’e´crit :
Eˆ [ ln C | m ] = E [ln C] + Cov [m, ln C]
Var[m]
(m− E[m]) (4.4)
Le re´sidu εln C donne´ par εln C = ln C − Eˆ [ ln C | m ] n’est pas corre´le´ a` m.
Ici la re´gression de ln C en m a` partir des donne´es s’e´crit :
Eˆ [ ln C | m ] = −5.4421m− 10.438 (4.5)
Le re´sidu εln C devient donc :
εln C = ln C + 5.4421m+ 10.438 (4.6)
Le proble`me est ainsi exprime´ par deux variables ale´atoires m et εln C , voir tableau 4.3,
2On fait ici implicitement l’hypothe`se que les incertitudes sur les parame`tres C et m de la loi de Paris
sous chargement d’amplitude variable sont semblables a` celles observe´es sur les parame`tres C et m lorsque
les essais sont re´alise´s a` chargement d’amplitude constante, par manque de donne´es.
3C = 3.26 ·10−8 correspond au coefficient de la droite de Paris lorsque da/dN est exprime´ en mm/cycle
et K en MPa
√
m. C = 2.417 · 10−13 est ici utilise´ pour eˆtre en accord avec les unite´s de la re´fe´rence [BL07].
Dans ce cas da/dN est exprime´ en mm/cycle et K en MPa
√
mm.
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normales et inde´pendantes. La corre´lation entrem et εln C est en effet estime´e a`−9.29·10−7.
Le parame`tre C de la loi de Paris est ensuite simplement obtenu avec l’expression C =
exp (εln C − 5.4421m− 10.438).
Tableau 4.3 – Distributions des variables ale´atoires mate´riau.
Variable Distribution Moyenne E´cart-type
εln C Normale −1.770 · 10−4 0.0693
m Normale 3.42 0.1988
4.3.2.2 Repre´sentation de l’ale´a de chargement
Le mode`le HMM(A) (Kc = 6), conside´re´ comme satisfaisant pour prendre en compte
l’ale´a des chargements subis par la flotte lors de l’activite´ “A”, est utilise´ pour ge´ne´rer
des se´quences ale´atoires de chargement de Nv vols. La chaˆıne de Markov cache´e (Sn)n∈N∗
du mode`le HMM(A) (Kc = 6) est caracte´rise´e par la donne´e de (P, S1) pre´sente´ a` la
section 3.3.2.1. La famille des distributions de probabilite´s fsn est introduite au para-
graphe 3.3.2.2. Les parame`tres de la distribution de Pareto ge´ne´ralise´e (DPG) fcKc sont
uˆ = 0.676, ξˆ = −0.08 et βˆ = 3.9.
L’effet de la longueur des se´quences Nv sur la dispersion des re´sultats de propagation de
fissures re´alise´es avec PREFFAS ayant e´te´ e´tudie´ dans l’exemple pre´ce´dent, paragraphe 4.2,
nous de´finissons ici une longueur unique pour toutes les se´quences. Nous choisissons Nv =
500 vols afin de respecter l’ hypothe`se de stationnarite´ du mode`le PREFFAS. Les spectres
de chargement de longueur NT = 6000 vols, applique´s a` la structure fissure´e, sont ensuite
compose´s de la re´pe´tition de ces se´quences ale´atoires de Nv = 500 vols (soit F = 12
re´pe´titions pour atteindre NT = 6000 vols).
4.3.3 Simulations
Chaque distribution est obtenue a` partir de Nsim = 10000 simulations, correspondant
a` la taille de l’e´chantillon statistique.
4.3.3.1 Analyse n˚ 1 : ale´a de chargement seul
La premie`re analyse ne prend en compte que les incertitudes sur le chargement. Les
parame`tres mate´riau m et εln C de la loi de Paris sont affecte´s de leurs valeurs moyennes,
3.42 et −1.770 · 10−4 respectivement. Les se´quences de chargement de Nv = 500 vols
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sont elles ge´ne´re´es de manie`re ale´atoire avec le mode`le HMM(A) (Kc = 6). Le spectre de
chargement de NT = 6000 vols est ensuite obtenu par re´pe´tition de la se´quence ale´atoire
ge´ne´re´e.
4.3.3.2 Analyse n˚ 2 : ale´a mate´riau seul
Lors de la seconde analyse, seul l’ale´a mate´riau est simule´. Les distributions des va-
riables ale´atoires m et εln C sont donne´es dans le tableau 4.3. Pour cette analyse, il est
ne´cessaire de de´finir un spectre de chargement dit moyen. Ce chargement est de´fini a` partir
de :
• l’identification d’une se´quence (Nv = 500 vols) ge´ne´re´e ale´atoirement et suppose´e
repre´sentative de ce chargement moyen (voir ci-apre`s) et,
• la re´pe´tition de cette se´quence de manie`re a` former un spectre de chargement de
NT = 6000 vols (soit F = 12 re´pe´titions de la se´quence), stationnaire au sens de
PREFFAS.
La se´quence ge´ne´re´e ale´atoirement et suppose´e repre´sentative du chargement moyen
est identifie´e comme suit, a` partir des Nsim = 10000 se´quences ge´ne´re´es pour l’analyse
n˚ 1 :
• elle est suppose´e conduire a` une avance´e de fissure af proche de celle moyenne note´e
afmoy : a
(i)
f ≃ afmoy et,
• elle est suppose´e avoir une matrice des transitions observe´es, note´e P(i)s , proche de
la matrice de transition du processus cache´e de la chaˆıne HMM, note´e P et identifie´e
a` partir des donne´es : P
(i)
s ≃ P.
Les Nsim = 10000 se´quences ge´ne´re´es pour l’analyse n˚ 1 sont ainsi classe´es en fonction
d’une distance pour chacun de ces deux crite`res. Cette distance repre´sente :
• l’e´cart non-signe´ entre a(i)f et afmoy, soit |a
(i)
f − afmoy| pour le premier crite`re,
• la distance syme´trique de Kullback-Leibler entre P(i)s et P pour le second crite`re.
La distance asyme´trique de Kullback-Leibler entre deux distributions discre`tes P
(i)
s k et
P
k
(lignes des matrices de transition P
(i)
s et P), ∀k ∈ {1, 2, . . . , K}, est de´finie par :
d(P
(i)
s k, Pk) =
K∑
l=1
P
(i)
s k,lln (P
(i)
s k,l/Pk,l) (4.7)
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ou` K est le nombre de colonnes des matrices de transition P
(i)
s et P.
La distance syme´trique de Kullback-Leibler entre deux matrices P
(i)
s et P s’exprime
alors par :
dsym(P
(i)
s , P) =
K∑
k=1
[
d(P
(i)
s k, Pk) + d(Pk , P
(i)
s k)
]
/2 (4.8)
Les cinq se´quences de chargement minimisant au mieux ces deux crite`res sont se´lec-
tionne´es parmi les Nsim = 10000 se´quences ge´ne´re´es. Les rangs de ces trajectoires dans les
classements des Nsim = 10000 se´quences par rapport a` chacun des deux crite`res sont les
suivants :
• Trajectoire n˚ 1 : (27, 38)
• Trajectoire n˚ 2 : (30, 497)
• Trajectoire n˚ 3 : (77, 244)
• Trajectoire n˚ 4 : (156, 48)
• Trajectoire n˚ 5 : (157, 167)
ou` la premie`re composante de chaque couple correspond au rang de la se´quence dans le
classement des se´quences suivant le premier crite`re (distance a` l’avance´e moyenne afmoy),
et la seconde composante au rang de la se´quence dans le classement des se´quences suivant
le deuxie`me crite`re (distance a` la matrice moyenne P).
Les distributions empiriques des contraintes normalise´es des cinq trajectoires sont tra-
ce´es sur la figure 4.13.
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Figure 4.13 – Distributions des contraintes normalise´es des cinq se´quences de chargement
dites moyennes (max et min conside´re´s ensemble).
4.3.3.3 Analyse n˚ 3 : ale´as de chargement et mate´riau combine´s
Enfin la dernie`re analyse de distribution simule a` la fois l’ale´a sur le chargement et
celui suppose´ propre au mate´riau.
Les contributions respectives des deux ale´as sur la dispersion du phe´nome`ne de propa-
gation de fissure sont de´duites de ces trois analyses.
4.3.4 Re´sultats
Les moyennes des avance´es de fissures af et cf sont donne´es sur les figures 4.14(a)
et 4.14(b).
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Figure 4.14 – Moyenne de la profondeur et de la longueur de fissure (respectivement af et
cf ) en fonction des ale´as pris en compte.
La prise en compte simultane´e des ale´as mate´riau et chargement conduit a` des avance´es
de fissure en moyenne sensiblement plus e´leve´es que lorsque ces ale´as sont pris en compte
se´pare´ment. Les cinq se´quences de chargement suppose´es “moyennes” conjointement avec
la dispersion mate´riau conduisent quasiment aux meˆmes moyennes pour les dimensions
finales de la fissure, voir figure 4.14.
Les coefficient de variation de af et cf sont reporte´s sur la figure 4.15.
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Figure 4.15 – Coefficient de variation de la profondeur et de la longueur de fissure en
fonction de l’ale´a pris en compte.
La dispersion sur les re´sultats de propagation de fissure est notablement plus impor-
tante lorsque les ale´as mate´riau et chargement sont simultane´ment pris en compte. En
effet, le coefficient de variation de af et celui de cf augmentent respectivement d’environ
84% et 79% lorsque les ale´as mate´riau et de chargement sont pris en compte simultane´ment
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par rapport au cas ou` seule la dispersion sur le chargement est mode´lise´e. Ils augmentent
respectivement de 30% et 32% lorsque les ale´as mate´riau et de chargement sont pris en
compte simultane´ment par rapport au cas ou` seule la dispersion sur le mate´riau est consi-
de´re´e. Pour l’e´tude re´alise´e ici, les deux sources d’incertitudes jouent un roˆle important
sur la dispersion en propagation de fissure. Le poids des incertitudes sur les parame`tres de
la loi de propagation semble cependant supe´rieur a` celui lie´ au seul ale´a de chargement.
Les conclusions sont bien suˆr spe´cifiques a` l’exemple traite´ et il serait hasardeux d’ex-
trapoler a` d’autres structures, mate´riaux ou chargements.
4.4 Conclusion
Ce chapitre pre´sente des simulations de la propagation de fissure d’un dommage en bord
d’ale´sage d’un longeron principal de voilure d’avion de combat soumis a` des chargements
d’amplitude variable ale´atoires avec ou sans prise en compte des incertitudes sur les para-
me`tres de la loi de propagation de fissure. Les mode´lisations stochastiques du chargement
et des parame`tres de la loi de propagation sont base´es sur des donne´es expe´rimentales, ce
qui confe`re un caracte`re re´aliste aux e´tudes re´alise´es. Le choix du mode`le de propagation
s’est porte´ vers le mode`le PREFFAS qui pre´sente de bonnes aptitudes a` prendre en compte
le phe´nome`ne de fermeture de fissure ainsi que les phe´nome`nes de retard et d’acce´le´ration
de vitesse de fissuration. L’hypothe`se dite de stationnarite´ du mode`le PREFFAS constitue
cependant une limite majeure de ce mode`le en imposant que les spectres de chargement
soient constitue´s de re´pe´titions de se´quences ge´ne´re´es ale´atoirement.
L’e´tude de l’influence des parame`tres du chargement sur le processus de propagation de
fissure a conduit aux conclusions suivantes, similaires aux travaux des re´fe´rences [ZMD97,
MZD03] :
• Le phe´nome`ne de propagation de fissure est hautement sensible aux valeurs extreˆmes
pre´sentes au sein des se´quences de chargement, qui sont se´quentiellement re´pe´te´es le
long du chargement dans le cas de re´plication de se´quences.
• Le degre´ de sensibilite´ du processus de propagation de fissure aux valeurs extreˆmes
de´pend cependant de la longueur de la se´quence re´pe´te´e (constitue´e de Nv vols), qui
impacte fortement la dispersion sur l’avance´e de fissure.
• La re´pe´tition des se´quences de chargement introduit un effet de se´quence artificiel
car le maximum global est re´pe´te´ a` intervalles re´guliers.
L’analyse des poids respectifs de l’ale´a de chargement et de celui propre au mate´riau
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permet de conclure que les deux sources d’incertitudes impactent fortement la dispersion
des re´sultats de propagation de fissure. Cette conclusion n’est cependant valable que pour
l’e´le´ment de structure e´tudie´. Il serait inte´ressant de re´aliser d’autres e´tudes sur d’autres
e´le´ments de structure afin de confronter les re´sultats. Enfin, on peut souligner qu’une
me´thode a e´te´ propose´e pour de´finir un chargement d’amplitude variable dit “moyen” en
termes d’avance´e de fissure. Cette de´marche s’appuie sur la distance entre les matrices
de transition observe´es (de´termine´es a` partir des trajectoires simule´es) et la matrice de
transition moyenne (celle du mode`le HMM) ainsi que sur la distance entre l’avance´e propre
a` une trajectoire de chargement et celle moyenne obtenue sur l’ensemble des trajectoires.
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Chapitre 5
Analyse de fiabilite´ de la tole´rance
aux dommages
Ce dernier chapitre est de´die´ a` l’approche fiabiliste de la to-
le´rance aux dommages sous chargement d’amplitude variable
ale´atoires. Le choix d’une mode´lisation par chaˆınes de Markov
du chargement de fatigue, introduite au chapitre 3, impose de
mettre au point une me´thode de re´solution spe´cifique afin de
re´duire le couˆt de calcul de l’analyse de fiabilite´, caracte´rise´e
par des probabilite´s de de´faillance suppose´es faibles. Cette me´-
thode, diffe´rant des approches classiquement utilise´es dans la
communaute´ du calcul fiabiliste en me´canique, est base´e sur la
me´thode de l’entropie croise´e. Elle rend possible le calcul de
fiabilite´ dans le contexte de mode`les base´s sur les chaˆınes de
Markov. Des premiers re´sultats encourageants ont e´te´ obtenus
sur des exemples acade´miques de propagation de fissure.
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5.1. Introduction
5.1 Introduction
L’e´tude me´canique conventionnelle d’une structure fissure´e sous le seul angle de´termi-
niste, c’est-a`-dire sans prise en compte des ale´as e´ventuellement pre´sents, ne permet pas
de de´montrer que le niveau de suˆrete´ vise´ par les concepteurs est assure´. La de´marche
traditionnelle de tole´rance aux dommages est en effet incapable de renseigner le concep-
teur sur les effets associe´s aux dispersions des grandeurs d’inte´reˆt sur ces structures (ex :
dure´e de vie, longueur finale de fissure, tenue re´siduelle, ... ) engendre´es par l’ale´a sur les
variables d’entre´e du mode`le me´canique conside´re´ (ex : ge´ome´trie, proprie´te´s mate´riau,
chargement, etc). Il est alors impossible d’e´valuer les risques encourus lors de l’application
des re`gles classiques de dimensionnement s’appuyant sur le choix de valeurs conservatives,
la de´finition de configurations de sollicitation de´favorables et/ou l’emploi de coefficients
dits de “se´curite´”. Enfin, une telle approche ne permet pas de fournir une aide a` la de´cision
pour la maintenance, afin d’assurer un niveau de fiabilite´ donne´ tout en minimisant le couˆt
total des ope´rations de maintenance.
L’objectif de ce chapitre est tout d’abord de formuler le proble`me de fiabilite´ en tole´-
rance aux dommages et de pre´senter le sce´nario de de´faillance correspondant. Les analyses
parame´triques re´alise´es au chapitre 4 ont permis de conclure que le chargement est un
parame`tre qui influe fortement sur la dispersion des re´sultats de propagation de fissure. Il
paraˆıt donc fondamental de prendre en compte les incertitudes du chargement de fatigue
dans le proble`me de fiabilite´. Un point important du chapitre consiste ainsi a` mettre en
place des strate´gies de re´solution du proble`me de fiabilite´ adapte´es aux mode`les stochas-
tiques de chargement de´veloppe´s dans ces travaux de the`se et de les mettre en œuvre sur
des applications juge´es repre´sentatives de proble`mes re´els. Ces strate´gies doivent permettre
d’e´valuer des probabilite´s de de´faillance faibles a` couˆt de calcul le plus mode´re´ possible.
5.2 Formulation classique du proble`me de fiabilite´ en me´ca-
nique
Avant de de´finir le proble`me de fiabilite´ spe´cifique a` l’approche de tole´rance aux dom-
mages, ce paragraphe pre´sente le principe de l’e´tude de fiabilite´ classiquement mene´e en
me´canique. Les notions essentielles permettant de formuler le proble`me de fiabilite´, telles
que le sce´nario de de´faillance et la probabilite´ de de´faillance, sont introduites.
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5.2.1 Principe de l’e´tude de fiabilite´
D’une manie`re ge´ne´rale, une analyse de fiabilite´ est base´e sur la donne´e d’un sce´nario
de de´faillance, de´fini par une fonction dite d’e´tat-limite note´e g, encore appele´e fonction
de performance. Cette fonction est de´finie a` partir de variables ale´atoires regroupe´es dans
un vecteur ale´atoire X, de´fini sur l’espace de probabilite´ (Ω, F , P ) et a` valeurs dans
X ⊂ Rd, qui caracte´rise les parame`tres incertains du mode`le me´canique e´tudie´. Les va-
riables ale´atoires peuvent correspondre a` des caracte´ristiques mate´riaux, ge´ome´triques ou
me´caniques, a` des sollicitations exte´rieures, a` des parame`tres du mode`le me´canique, etc.
Les re´sultats fournis par le calcul me´canique doivent permettre d’e´valuer la fonction d’e´tat-
limite a` valeurs scalaires g(x), ou` x repre´sente une re´alisation du vecteur ale´atoire X. Ces
e´valuations, dont le choix est pilote´ par la me´thode retenue pour re´soudre le proble`me de
fiabilite´, permettent d’estimer la probabilite´ de de´faillance de la structure e´tudie´e mais
e´galement, dans certains cas d’obtenir des re´sultats comple´mentaires comme le point de
de´faillance le plus probable et les sensibilite´s de cette probabilite´ a` certains parame`tres
(parame`tres des distributions de probabilite´ des variables d’entre´e, par exemple).
5.2.2 Sce´nario de de´faillance et probabilite´s
On conside`re un espace de probabilite´ note´ (Ω, F , P ) et on conside`re le vecteur ale´a-
toireX de´fini sur (Ω, F , P ), a` valeurs dans X ⊂ Rd, correspondant au vecteur des variables
d’entre´e dans l’espace physique. Pour tout ale´a ω ∈ Ω, on note X(ω) = x ∈ X ⊂ Rd une
re´alisation du vecteur ale´atoire X. La fonction d’e´tat-limite g de´finit deux sous-ensembles
comple´mentaires de X : l’un dit de suˆrete´ Ds et l’autre dit de de´faillance Df , tels que :
Ds = {x ∈ X : g(x) > 0} : le domaine de suˆrete´ correspond a` l’e´tat non-de´faillant de la
structure,
et
Df = {x ∈ X : g(x) ≤ 0} : le domaine de de´faillance correspond a` l’e´tat de´faillant de la
structure.
A ces deux sous-ensembles sont associe´s les e´ve´nements de suˆrete´ Es ∈ F et de de´-
faillance Ef ∈ F de´finis comme suit (syste`me complet d’e´ve´nements) :
Es = {ω ∈ Ω : g(X(ω)) > 0} et Ef = {ω ∈ Ω : g(X(ω)) ≤ 0}
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et ve´rifiant :
Es ∪ Ef = Ω, Es ∩Ef = ∅ (5.1)
L’objectif de l’analyse de fiabilite´ est d’e´valuer la probabilite´ P (Ef ), appele´e probabilite´
de de´faillance, Ef de´signant ge´ne´ralement un e´ve´nement redoute´. Cette probabilite´ est
de´finie de la manie`re suivante :
Pf = P (Ef ) = P (ω ∈ Ω : g (X(ω)) ≤ 0) (5.2)
Es et Ef e´tant comple´mentaires, la probabilite´ de suˆrete´ (ou fiabilite´) est obtenue
simplement par :
P (Es) = 1− P (Ef ) = 1− Pf (5.3)
En pratique, la probabilite´ de de´faillance est re´e´crite comme suit :
Pf =
∫
Ef
dP (ω) =
∫
Df
PX(dx) (5.4)
ou` PX repre´sente la loi du vecteur X, c’est-a`-dire la probabilite´ image de P par X (PX =
X(P )).
Dans le cas d’un vecteur ale´atoire a` support continu, si la loi PX admet une densite´
de probabilite´ par rapport a` la mesure de Lebesgue “dx”, note´e px, on a alors : PX(dx) =
px(x)dx.
La relation (5.4) devient :
Pf =
∫
Df
PX(dx) =
∫
Df
px(x)dx (5.5)
Cette probabilite´ peut eˆtre re´e´crite comme suit :
Pf =
∫
X
1Df (x)pX(x)dx (5.6)
ou` 1Df est la fonction indicatrice du domaine de de´faillance Df telle que 1Df (x) = 1 si
x ∈ Df et 1Df (x) = 0 sinon.
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5.2.3 Me´thodes de calcul de la probabilite´ de de´faillance
Les probabilite´s de de´faillance recherche´es e´tant celles d’e´ve´nements suppose´s rares,
leur ordre de grandeur est par conse´quent tre`s petit. Le calcul exact de l’inte´grale (5.6)
est alors, sauf cas acade´mique, impossible, les probabilite´s calcule´es e´tant de l’ordre de
grandeur de l’erreur d’inte´gration. La plupart des me´thodes de´veloppe´es pour la fiabilite´
cherchent ainsi a` estimer la probabilite´ de de´faillance Pf sans passer par le calcul nume´rique
de l’inte´grale. Deux types de me´thodes se distinguent [DM05, LCM09] :
• Les me´thodes d’approximation base´es sur la substitution de la frontie`re re´elle entre
les domaines de suˆrete´ et de de´faillance (correspondant a` l’e´tat-limite g(x) = 0) par
une frontie`re approche´e.
Les me´thodes les plus connues sont FORM (First-Order Reliability Method) et
SORM (Second-Order Reliability Method), respectivement base´es sur le de´veloppe-
ment de Taylor au premier et second-ordre de la fonction d’e´tat-limite au voisinage
du point de de´faillance le plus probable, suppose´ unique de manie`re assez ge´ne´rale.
La premie`re e´tape de la me´thode FORM consiste a` rechercher ce point de de´faillance
le plus probable dont les coordonne´es sont la solution d’un proble`me d’optimisation
sous contraintes. Le proble`me d’optimisation est re´solu par des me´thodes ite´ratives
ne´cessitant le calcul des gradients. Ceci permet d’obtenir simplement une approxi-
mation de la probabilite´ de de´faillance Pf recherche´e. La me´thode SORM s’appuie
sur le re´sultat FORM et l’e´tat-limite est cette fois-ci approche´ par une fonction du
second-ordre. Cette me´thode requiert le calcul des de´rive´es du second-ordre (hessien)
au point de de´faillance le plus probable, par diffe´rences finies ge´ne´ralement.
Des me´thodes spe´cifiques de substitution de mode`les plus complexes peuvent e´ga-
lement eˆtre utilise´es pour approcher l’e´tat-limite g(x) = 0 ou plus ge´ne´ralement la
fonction d’e´tat-limite g. Parmi les me´thodes recense´es nous pouvons citer les surfaces
de re´ponse polynomiales (RS) (Response Surface en anglais) ainsi que les me´thodes
issues de l’apprentissage statistique tels que les re´seaux de neurones (NN) (Neural
Network en anglais), la me´thode du krigeage (kriging en anglais) et les machines
a` vecteurs a` supports (SVM) (Support Vector Machine en anglais). L’objectif des
surfaces de re´ponse polynomiales consiste a` substituer l’e´tat-limite par une fonction
analytique polynomiale, souvent quadratique, dont les coefficients sont de´termine´s
a` partir d’un plan d’expe´rience. Pour les me´thodes d’apprentissage de manie`re plus
ge´ne´rale, l’approximant de l’e´tat-limite ne posse`de pas d’expression analytique. Ces
me´thodes s’appuient sur un algorithme d’apprentissage et sur le choix des points de
la base d’apprentissage. Il est important de noter que le couˆt de calcul de´pend du
nombre d’e´valuations de g ne´cessaire pour construire cette base d’apprentissage. Le
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couˆt de l’approximant, ou substitut du mode`le original, est ge´ne´ralement tre`s faible
ce qui autorise l’emploi d’une grande varie´te´ de me´thodes pour e´valuer Pf notam-
ment celles des simulations.
• Les me´thodes de simulations base´es sur le calcul direct de la fonction d’e´tat-limite.
L’approche classique de Monte Carlo reste aujourd’hui la me´thode de simulation
la plus robuste en termes d’estimation de Pf et fait ainsi office de re´fe´rence. Cette
me´thode ne´cessite l’e´valuation de la fonction d’e´tat-limite pour un e´chantillon re-
pre´sentatif et souvent de grande taille de la population. Dans le cas d’estimation de
probabilite´s de de´faillance faibles, avec une pre´cision acceptable, le nombre de calculs
ne´cessaire devient rapidement tre`s e´leve´. Pour cette raison, des variantes de cette
me´thode, moins consommatrices en termes de calculs requis ont e´te´ de´veloppe´es. Ces
variantes visent en ge´ne´ral a` re´duire la variance de l’estimation de cette probabilite´,
a` effort de simulation donne´ (nombre d’appels a` g fixe´).
C’est le cas par exemple des tirages d’importance (IS) et leurs nombreuses variantes.
Le principe est de produire des e´chantillons dans les re´gions qui contribuent le plus
a` la probabilite´ de de´faillance. Le concept des tirages d’importance sera explicite´ au
paragraphe 5.2.3.2.
D’autres me´thodes de simulations ont e´te´ introduites plus re´cemment, telles que
les subset simulations [AB01] (plus ge´ne´ralement connues sous le nom de Splitting
Method) et la me´thode d’entropie croise´e (CE) [Rub97]. L’ide´e de base des subset
simulations est d’exprimer la probabilite´ de de´faillance Pf comme un produit de
probabilite´s conditionnelles, chacune de ces probabilite´s (plus e´leve´e que Pf ) pouvant
eˆtre estime´e assez pre´cise´ment avec un couˆt de calcul mode´re´. La me´thode d’entropie
croise´e, de´taille´e dans la suite, est une variante des simulations d’importance base´e
sur la recherche ite´rative d’une loi des tirages qui approche la loi optimale, pour
laquelle la variance des estimations de Pf est nulle.
Les paragraphes suivants de´taillent les me´thodes de fiabilite´ qui permettent d’e´valuer
la probabilite´ de de´faillance Pf du proble`me traite´, introduit a` la section 5.3. Il s’agit
des simulations classiques de Monte Carlo, des tirages d’importance et de la me´thode
d’entropie croise´e.
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5.2.3.1 Simulations classiques de Monte Carlo
En notant EpX l’espe´rance mathe´matique sous la loi PX (de densite´ associe´e px), la
probabilite´ de de´faillance a` estimer (5.6) n’est autre que Epx
[
1Df (X)
]
1 :
Pf = EpX
[
1Df (X)
]
=
∫
X
1Df (x)px(x)dx (5.7)
Pour Nsim copies inde´pendantes X
(1), X(2), . . . , X(Nsim) de X, un estimateur de Pf
est donne´ par :
Pˆf =
1
Nsim
Nsim∑
k=1
1Df
(
X(k)
)
(5.8)
On note simplement que cet estimateur est non-biaise´
(
EpX
[
Pˆf
]
= Pf
)
et que sa
variance s’e´crit :
Var
[
Pˆf
]
=
1
Nsim
Pf (1− Pf ) (5.9)
On peut alors de´finir le coefficient de variation de l’estimateur Pˆf , note´ cPˆf et de´fini
par :
cPˆf =
√
Var
[
Pˆf
]
EpX
[
Pˆf
] =
√
1− Pf
NsimPf
(5.10)
La qualite´ de l’estimateur de la probabilite´ de de´faillance Pf de´pend a` la fois du
nombre de simulations Nsim et de la probabilite´ de de´faillance Pf a` de´terminer. D’apre`s la
relation (5.10), le nombre de simulations requis pour atteindre un coefficient de variation
donne´ cPˆf = c est de l’ordre Nsim = (1− Pf )/(c2Pf ). Ainsi, pour estimer une probabilite´
de de´faillance Pf avec coefficient de variation e´gale a` c = 10%, il faut classiquement un
e´chantillon de taille Nsim ≈ 100/Pf . En fiabilite´ des structures, les probabilite´s recherche´es
sont faibles (<10−3) et il faut donc un grand nombre de simulations. Cette me´thode est
ainsi excessivement consommatrice en termes de nombre de calculs requis lorsque Pf est
faible.
1On choisit de noter Epx l’espe´rance E encore note´e EP pour souligner que les valeurs x sont des
re´alisations du vecteur ale´atoire X de loi PX admettant la densite´ de probabilite´ px.
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De nombreux proble`mes industriels ne pouvant pas eˆtre traite´s analytiquement, l’e´va-
luation de la fonction d’e´tat-limite g requiert souvent un temps de calcul unitaire impor-
tant. C’est le cas par exemple en analyse de tole´rance aux dommages lorsque le nombre
de cycles N impose´ en entre´e est important et que le mode`le de propagation de fissure
est complexe (cas de PREFFAS notamment). Les temps de calculs sont d’autant plus
longs que ceux-ci ne´cessitent l’appel a` des codes nume´riques EF (pour l’e´valuation des
facteurs de forme F (a) par exemple). La me´thode classique de Monte Carlo n’est alors pas
pertinente, car inabordable d’un point de vue temps de calcul.
5.2.3.2 Simulations d’importance
Les simulations d’importance (IS) [Rip87] sont une variante des simulations de MC
permettant de re´duire la variance des estimations a` nombre de simulations impose´. Le
principe est de simuler des e´chantillons qui contribuent le plus a` la mesure de l’inte´grale
Pf , c’est-a`-dire tels que les tirages appartenant au domaine de de´faillance Df ne soient
pas rares. Il s’agit ainsi de choisir judicieusement une loi des tirages QX (de densite´ qX)
de support incluant celui de la loi PX (de densite´ pX) telle que les probabilite´s associe´es a`
QX tendent vers ze´ro dans les zones ou` les probabilite´s associe´es a` PX sont e´leve´es et les
probabilite´s associe´es a` QX soient importantes dans les zones ou` les probabilite´s associe´es
a` PX tendent vers ze´ro. La densite´ qX doit e´galement ve´rifier la condition qX(x) = 0 =⇒
1Df (x)pX(x) = 0 ⇐⇒ 1Df (x)pX(x) 6= 0 =⇒ qX(x) 6= 0 (qX doit dominer 1Df pX).
L’inte´grale a` e´valuer est donne´e sous la forme :
Pf =
∫
X
1Df (x)
pX(x)
qX(x)
qX(x)dx = EqX
[
1Df (X)W (X)
]
(5.11)
ou` qX(x) est une nouvelle fonction de densite´ des tirages, appele´e densite´ d’importance
(ou densite´ instrumentale) et W (x) = pX(x)/qX(x) est appele´ rapport de vraisemblance.
L’estimateur de Pf s’exprime alors comme suit :
Pˆf =
1
Nsim
Nsim∑
k=1
1Df
(
X(k)
)
W
(
X(k)
)
(5.12)
L’estimateur ainsi propose´ est sans biais et sa variance vaut :
Var
[
Pˆf
]
=
1
Nsim
(
EqX
[(
1Df (X)W (X)
)2]− P 2f ) (5.13)
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Le choix de la densite´ d’importance qX de´termine la variance de l’estimateur Pˆf . La
densite´ optimale q∗X est solution du proble`me d’optimisation suivant :
q∗X(x) = argmin
qX
Var
[
1Df (x)
pX(x)
qX(x)
]
(5.14)
Il peut eˆtre de´montre´ que la densite´ optimale q∗X prend la forme suivante :
q∗X(x) =
1Df (x)pX(x)
Pf
(5.15)
On ve´rifie bien que :
Var
[
Pˆf
]
= Var
[
1
Nsim
Nsim∑
k=1
1Df
(
X(k)
) pX (X(k))
q∗X
(
X(k)
)
]
= Var [Pf ] = 0 (5.16)
La densite´ optimale q∗X est en pratique impossible a` trouver puisqu’elle de´pend de
la probabilite´ Pf a` e´valuer. Ce type de proble`me a oriente´ certains chercheurs vers le
de´veloppement de techniques permettant de de´terminer la densite´ d’importance qX la
plus proche possible de la densite´ optimale q∗X (en termes de re´duction de variance des
estimations), a` couˆt de simulations restreint. R.Y. Rubinstein et D.P. Kroese [RK08], P.
L’Ecuyer et B. Tuffin [LT08], et A.D. Ridder et B. Tuffin [RT10] donnent, par exemple,
une revue de quelques techniques classiquement utilise´es.
La me´thode base´e sur l’entropie croise´e, note´e dans la suite IS-CE (Importance Sam-
pling based on Cross-Entropy) correspond a` l’une des techniques pre´sente´es dans ces re´fe´-
rences. Celle-ci est retenue dans le cadre de ces travaux de recherche. Elle est pre´sente´e a`
la section suivante.
5.2.3.3 Me´thode base´e sur l’entropie croise´e IS-CE
La me´thode d’entropie croise´e (CE) a initialement e´te´ de´veloppe´e par R.Y. Rubinstein
[Rub97] pour e´valuer des probabilite´s lie´es a` des e´ve´nements rares (Pf < 10
−3) dans les
re´seaux en te´le´communication. Les e´le´ments de cette section sont principalement inspire´s
de la re´fe´rence [dBKMR05].
Principe. Il est difficile de mettre en œuvre les tirages d’importance a` partir de la
densite´ de probabilite´ optimale q∗X puisque celle-ci de´pend du parame`tre inconnu Pf . Par
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commodite´ [dBKMR05], la densite´ d’importance qX est souvent choisie dans la famille des
densite´s de probabilite´ {pX (·, v)} de la densite´ initiale pX (·, u) ou` u et v repre´sentent
des vecteurs de parame`tres. L’ide´e de base de la me´thode d’entropie croise´e consiste alors
a` choisir pX (·, v) telle que la distance entre pX (·, v) et la solution optimale q∗X soit mi-
nimale. La distance de Kullback-Leibler, e´galement appele´e entropie croise´e, est utilise´e a`
cet effet. Elle est de´finie par 2 :
D (q∗X, pX (·, v)) = Eq∗X
[
ln
(
q∗X(X)
pX (X, v)
)]
=
∫
q∗X(x) ln q
∗
X(x)dx−
∫
q∗X(x) ln pX (x, v) dx
(5.17)
Minimiser la distance de Kullback-Leibler entre q∗X et pX (·, v) revient a` choisir le
vecteur de parame`tres v tel que − ∫ q∗X(x) ln pX (x, v) dx soit minimal, ce qui est e´quiva-
lent a` re´soudre le proble`me suivant :
max
v
∫
q∗X(x) ln pX (x, v) dx (5.18)
En remplac¸ant q∗X par son expression (5.15), le proble`me (5.18) devient :
max
v
∫
1Df (x)pX(x, u)
Pf
ln pX (x, v) dx (5.19)
Il s’agit alors de re´soudre :
max
v
D(v) = max
v
EpX(·, u)
[
1Df (X) ln pX (X, v)
]
(5.20)
En utilisant a` nouveau le principe des tirages d’importance (substitution de la densite´
de probabilite´ pX (·, u) par la densite´ pX (·, w)), l’e´quation (5.20) se re´e´crit :
max
v
D(v) = max
v
EpX(·, w)
[
1Df (X)W (X, u, w) ln pX (X, v)
]
(5.21)
ou` le rapport de vraisemblance W (x, u, w) est de´fini par :
W (x, u, w) =
pX (x, u)
pX (x, w)
(5.22)
2Il est important de noter qu’il ne s’agit pas d’une vraie distance puisque la formulation propose´e n’est
pas syme´trique.
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Un estimateur vˆ∗ de la solution v∗ du proble`me (5.21) est obtenue en re´solvant :
max
v
Dˆ(v) = max
v
1
Nsim
Nsim∑
k=1
[
1Df
(
X(k)
)
W
(
X(k), u, w
)
ln pX
(
X(k), v
)]
(5.23)
ou` X(1), X(2), . . ., X(Nsim) est un e´chantillon ale´atoire inde´pendant et identiquement dis-
tribue´ (i.i.d) de densite´ de probabilite´ pX (·, w). Dans le cas ou` la fonction Dˆ est convexe
et diffe´rentiable, il s’agit alors de re´soudre le syste`me d’e´quations suivant :
1
Nsim
Nsim∑
k=1
[
1Df
(
X(k)
)
W
(
X(k), u, w
)
▽v ln pX
(
X(k), v
)]
= 0 (5.24)
Ce proble`me peut parfois eˆtre re´solu analytiquement. C’est le cas par exemple lorsque
les distributions de probabilite´ pX (·, u) appartiennent a` la famille des exponentielles na-
turelles (Natural Exponential Family NEF). Il est e´galement important de noter que la
re´solution du syste`me (5.24) fonctionne avec w = u uniquement lorsque la probabilite´
vise´e n’est pas trop petite. Dans le cas contraire, la plupart des re´alisations 1Df
(
x(k)
)
de la variable ale´atoire 1Df
(
X(k)
)
sont des ze´ros pour un nombre de simulations Nsim
mode´re´. L’algorithme multi-niveaux expose´ ci-apre`s est alors propose´ pour re´soudre le cas
des probabilite´s faibles. L’ide´e est de construire une suite de parame`tres {vt, t ≥ 0} et de
seuils {γt, t ≥ 1} actualise´s de manie`re ite´rative.
Algorithme CE multi-niveaux. Le premier niveau consiste a` choisir v0 = u et a`
de´finir une probabilite´ ρ facile a` e´valuer sous la densite´ pX (·, u). Cette probabilite´ vaut
par exemple ρ = 0.1. Le seuil γ1 > 0 est alors de´fini tel que :
P (g(X) ≤ γ1) ≥ ρ
La simulation d’un e´chantillon ale´atoire de taille Nsim permet ensuite de de´terminer
un estimateur γˆ1 de γ1.
Le jeu de parame`tres optimal v1 pour estimer la probabilite´ Pf1 = EpX(·, v1)
[
1{g(X)≤γ1}(X)
]
est ensuite obtenu en re´solvant le proble`me de maximisation suivant :
max
v
D(v) = max
v
EpX(·, u)
[
1{g(X)≤γ1}(X) ln pX (X, v)
]
(5.25)
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qui se de´cline sous la forme :
1
Nsim
Nsim∑
k=1
[
1{g(X(k))≤γˆ1}
(
X(k)
)
▽v ln pX
(
X(k), v
)]
= 0 (5.26)
a` partir de la ge´ne´ration d’un Nsim-e´chantillon ale´atoire. La re´solution de l’e´quation (5.26)
fournit un estimateur vˆ1 de v1.
Ces deux derniers niveaux sont ensuite re´pe´te´es de manie`re ite´rative jusqu’a` trouver le
couple {Pf , v∗}.
Tant que γˆt > 0 :
1. Actualiser γˆt : ge´ne´rer un Nsim-e´chantillon de g(X) sous la distribution pX (·, vˆt−1).
Choisir γˆt comme le ρ
ie`me-fractile de la distribution de g(X) obtenu a` partir des Nsim
simulations tel que : P (g(X) ≤ γˆt) = ρ.
2. Actualiser vˆt : a` partir du couple donne´ {γˆt, vˆt−1}, re´soudre le syste`me d’e´quations
suivant pour trouver vˆt :
1
Nsim
Nsim∑
k=1
[
1{g(X(k))≤γˆt}
(
X(k)
)
W
(
X(k), u, vˆt−1
)
▽v ln pX
(
X(k), v
)]
= 0 (5.27)
La probabilite´ de de´faillance Pf est ensuite e´value´e a` partir de Nsim simulations et de
la densite´ d’importance pX (·, vˆ∗), ou` vˆ∗ = vˆt lorsque γˆt ≤ 0.
5.3 Spe´cificite´s du proble`me de fiabilite´ traite´
Le proble`me de fiabilite´ en tole´rance aux dommages diffe`re du proble`me de fiabilite´
commune´ment pose´ en me´canique compte tenu des mode´lisations stochastiques des entre´es
du mode`le de propagation de fissure pre´alablement e´tablies et de sa dimension e´volutive
en fonction du temps. Les spe´cificite´s du proble`me traite´ ame`nent a` choisir la me´thode de
re´solution la plus pertinente par rapport a` celles expose´es a` la section 5.2.
5.3.1 Mode`les stochastiques
Le proble`me de fiabilite´ en tole´rance aux dommages fait intervenir dans sa globalite´
un ensemble de variables ale´atoires continues caracte´risant l’ale´a sur les donne´es mate´riau
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(loi de propagation, facteur d’intensite´ de contrainte critique (te´nacite´ par exemple), limite
d’e´lasticite´, etc) et l’ale´a sur les dimensions initiales de la fissure 3, ainsi qu’un processus
stochastique mode´lisant l’ale´a des spectres de chargement de fatigue. Le choix du processus
stochastique pour mode´liser l’ale´a du chargement de fatigue s’est porte´ aux chapitres 2 et 3
vers les processus de Markov a` temps discret : chaˆınes de Markov a` espace d’e´tats discret
(FMC) ou chaˆınes de Markov cache´es a` espace d’e´tats continu (HMM). On conside`re donc
les e´le´ments ale´atoires suivants dans le proble`me de fiabilite´ traite´ :
• une chaˆıne de Markov (Xn)n∈N∗ (ici a` temps discret et a` espace des e´tats discret,
homoge`ne et d’ordre 1) caracte´rise´e par : sa matrice de transition P et la loi de son
e´tat initial X1. Il est important de souligner que la longueur de la chaˆıne N (nombre
de cycles) est une variable ale´atoire. Une telle chaˆıne de Markov est donc constitue´e
d’un nombre ale´atoire de variables ale´atoires discre`tes.
Ou
• une chaˆıne de Markov cache´e (Sn, Xn)n∈N∗ , ou` (Sn)n∈N∗ est une chaˆıne de Markov
re´gissant des e´tats dits cache´s (ici conside´re´e homoge`ne, d’ordre 1, a` temps discret et
a` espace d’e´tats discret) et (Xn)n∈N∗ est une se´quence de variables ale´atoires conti-
nues, inde´pendantes et conditionne´es sur la chaˆıne de Markov cache´e (Sn)n∈N∗ . Cette
chaˆıne fait donc intervenir un nombre ale´atoire de variables ale´atoires discre`tes et
continues.
Et
• Un ensemble de variables ale´atoires continues : la longueur initiale de la fissure a0,
les coefficients de la loi de Paris C et m, le facteur d’intensite´ de contrainte critique
et la limite d’e´lasticite´ respectivement note´s Kc et σy, regroupe´es dans un vecteur
ale´atoire Y = {a0, C, m, Kc, σy}.
On note (Ω, F , P ) l’espace de probabilite´ sous-jacent a` l’ensemble de ces e´le´ments et
n ∈ N∗ l’indexation sur le temps.
3On fait l’hypothe`se qu’il n’y a pas d’ale´a sur la re´partition spatiale du dommage.
172
5.3. Spe´cificite´s du proble`me de fiabilite´ traite´
5.3.2 Analyse de fiabilite´ fonction du temps
5.3.2.1 Sce´nario de de´faillance
Le crite`re de rupture d’une pie`ce fissure´e sous chargement de fatigue est obtenu en
ae´ronautique a` partir de l’e´valuation du crite`re de tenue re´siduelle formule´ comme suit :
K(a, σ) ≥ Kc (5.28)
ou` a est la longueur courante de la fissure a` un instant donne´ n, σ est la contrainte applique´e
a` la structure a` ce meˆme instant n ou une valeur pre´de´finie appele´e charge limite et Kc
est le facteur d’intensite´ de contrainte critique, parame`tre caracte´ristique du mate´riau
fonction de l’e´paisseur de l’e´le´ment de structure et de la limite d’e´lasticite´ σy. K(a, σ) est
par de´finition le facteur d’intensite´ de contrainte. On rappelle que K(a, σ) = σF (a)
√
πa
ou` F (a) est le facteur de forme, fonction de la longueur de fissure a et spe´cifique a` la
ge´ome´trie de la structure fissure´e e´tudie´e.
Lors d’analyses probabilistes et fiabilistes, l’avance´e de fissure a re´sulte du processus de
propagation de fissure (mode`le me´canique) dont les entre´es (longueur de fissure initiale a0,
parame`tres de la loi de propagation C et m, facteur d’intensite´ de contrainte critique Kc,
limite d’e´lasticite´ σy) sont des variables ale´atoires, regroupe´es dans un vecteur ale´atoire
note´ Y et le chargement de fatigue (Xn)n∈N∗ est un processus stochastique a` temps discret
(FMC ou HMM). En conse´quent, (An)n∈N∗ tel que ∀n ∈ N∗, An = a(Y, X1≤n′≤n), ou`
X1≤n′≤n = (X1, X2, . . . , Xn′ , . . . , Xn) et ou` n est l’instant courant, est e´galement un
processus stochastique. (An)n∈N∗ est donc une fonction du temps discret n et de l’ale´a
ω ∈ Ω.
La variable K du crite`re de rupture, fonction de a et de σ est aussi un processus discret
(Kn)n∈N∗ tel que ∀n ∈ N∗ :
Kn = K (An, σ) = K (a (Y, X1≤n′≤n) , σ) (5.29)
La fonction d’e´tat-limite est alors introduite indiffe´remment comme :
• un processus stochastique a` temps discret (Gn)n∈N∗ en tant que fonction d’un vec-
teur ale´atoire Y et d’un processus a` temps discret (Xn)n∈N∗ , tel que ∀n ∈ N∗ :
Gn = g(Y, X1≤n′≤n) = Kc −K (a (Y, X1≤n′≤n) , σ) (5.30)
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• une fonction d’une re´alisation y ∈ Rd (d = 5 ici) de Y et d’une trajectoire x =
(x1, x2, . . . , xn′ , . . . , xn) ∈ En de X = (X1, X2, . . . , Xn′ , . . . , Xn), auquel cas
g = (g1, g2, . . . , gn′ , . . . , gn), re´alisation de G = (G1, G2, . . . , Gn′ , . . . , Gn), est
une fonction du temps a` valeurs scalaires.
Deux fonctions d’e´tats-limites g(1) et g(2) sous-jacentes a` l’e´tat-limite g peuvent eˆtre
de´finies, suivant que la contrainte σ correspond a` la contrainte maximale du cycle xn =
{Mn, mn} 4 re´ellement observe´e a` l’instant n (re´alisation de Xn), c’est-a`-dire σ =Mn ou
que la contrainte σ est de´finie par la charge limite note´e σl (constante).
On a, ∀y ∈ Rd (d = 5 ici), ∀x ∈ En et ∀n ∈ N∗ :


g
(1)
n = g(1)(y, x1≤n′≤n) = Kc −K (a (y, x1≤n′≤n) , Mn)
g
(2)
n = g(2)(y, x1≤n′≤n) = Kc −K (a (y, x1≤n′≤n) , σl)
(5.31)
5.3.2.2 Probabilite´s de de´faillance
La fonction d’e´tat-limite g (g(1) ou g(2) donc) de´pendante du temps n conduit a` un
domaine de de´faillance Df e´voluant au cours du temps :
Dfn = {y ∈ Rd, x ∈ En, : gn = g(y, x1≤n′≤n) ≤ 0}
A ce sous-ensemble est associe´ l’e´ve´nement de de´faillance Ef ∈ F de´fini comme suit :
Efn = {ω ∈ Ω, : gn = g(Y(ω), X1≤n′≤n(ω)) ≤ 0}, ∀n ∈ N∗
Le proble`me de fiabilite´ ainsi de´fini de´pend du temps. Nous introduisons alors deux
probabilite´s de de´faillance [Rac97, Rac98, AL02, ALS04] : une probabilite´ instantane´e de
de´faillance Pf, i et une probabilite´ cumule´e de de´faillance Pf, c.
L’analyse de fiabilite´ inde´pendante du temps e´value la probabilite´ que la structure soit
de´faillante a` l’instant n :
4Par souci de simplicite´ on choisit de ne pas diffe´rencier les notations des variables ale´atoires Mn et mn
des re´alisations de ces variables ale´atoires. On note ainsi Mn et mn les re´alisations des variables ale´atoires
Mn et mn du cycle Xn = {Mn, mn} de´fini au chapitre 3.
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Pf, i(n) = P (Ef n) = P (ω ∈ Ω : gn = g(Y(ω), X1≤n′≤n(ω)) ≤ 0)
Cette probabilite´ de de´faillance instantane´e Pf, i diffe`re de la probabilite´ de de´faillance
cumule´e Pf, c qui correspond a` l’e´valuation de la probabilite´ que la structure soit de´faillante
sur [1, n] :
Pf, c(1, n) = P (ω ∈ Ω, ∃nt ∈ [1, n] : gnt = g(Y(ω), X1≤n′≤nt(ω)) ≤ 0)
Si la fonction d’e´tat-limite g est de´croissante sur [1, n], le proble`me est dit a` marge
de´croissante et on a Pf, c(1, n) = Pf, i(n). La probabilite´ cumule´e de de´faillance s’identifie
simplement a` la probabilite´ instantane´e.
C’est le cas de la fonction d’e´tat-limite g(2). L’avance´e de fissure a (y, x1≤n′≤n) est en
effet croissante avec le temps n, ∀y ∈ Rd (d = 5 ici), ∀x ∈ En. Par ailleurs la charge limite
σl e´tant constante, le facteur d’intensite´ de contrainte K(a, σl) = σlF (a)
√
πa ou` F (a)
est le facteur de forme, fonction croissante de la longueur de fissure a, est une fonction
croissante du temps. La fonction d’e´tat-limite g(2) = Kc − K est donc de´croissante en
fonction du temps.
En revanche ce n’est pas le cas pour la fonction d’e´tat-limite g(1). La fonction g(1) n’est
pas monotone au cours du temps en raison de la fluctuation de la contrainte maximale
Mn en fonction de n. Dans ce cas, la probabilite´ de de´faillance cumule´e Pf, c diffe`re de la
probabilite´ de de´faillance instantane´e Pf, i.
5.3.3 Simplification du proble`me de fiabilite´
D’apre`s le paragraphe 5.3.1, le proble`me de fiabilite´ en tole´rance aux dommages base´
sur les mode`les stochastiques de chargement pre´alablement construits au chapitre 3 fait
intervenir un nombre ale´atoire de variables ale´atoires discre`tes et continues. Celui-ci est
ainsi relativement complexe et sort du cadre classique des proble`mes me´cano-fiabilistes,
ge´ne´ralement de´finis par un nombre fixe´ de variables ale´atoires continues. Le principe de
transformation, dite isoprobabiliste, de l’espace physique des variables ale´atoires vers un
espace dit standard, ou` le vecteur image des parame`tres suit une loi gaussienne standard
multivarie´e, est impossible a` mettre en œuvre dans le cas spe´cifique que l’on cherche a`
traiter. La plupart des approches traditionnellement utilise´es dans la communaute´ du
calcul fiabiliste en me´canique, telles que les me´thodes d’approximation FORM et SORM
et les subset simulations [AB01], qui s’appuient sur cette transformation, ne peuvent ainsi
pas eˆtre utilise´es dans le cadre des travaux de recherche pre´sente´s.
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L’objectif de ce chapitre de the`se consiste donc a` lever, au moins partiellement, un
tel verrou scientifique. Il s’agit de mettre en place des me´thodes de fiabilite´ permettant
d’e´valuer des probabilite´s de de´faillance a` couˆt de simulation restreint adapte´es aux mo-
de´lisations stochastiques du chargement de fatigue par chaˆınes de Markov et chaˆınes de
Markov cache´es.
Hypothe`ses. Afin d’atteindre un tel objectif, le proble`me de fiabilite´ ge´ne´ral est simplifie´
comme suit :
• L’ale´a sur les parame`tres mate´riau (coefficients de la loi de propagation, facteur
d’intensite´ de contrainte critique et limite d’e´lasticite´) et les incertitudes sur les di-
mensions de fissures sont volontairement ignore´s en premie`re approche afin de re´duire
la complexite´ du proble`me. Le vecteur ale´atoire Y disparaˆıt ainsi des formulations.
• Le nombre de cycles N des spectres de chargement simule´s est aussi suppose´ iden-
tique pour toutes les trajectoires x, re´alisations du processus X. La longueur de la
chaˆıne est donc conside´re´e comme une variable de´terministe.
• Enfin, le crite`re de tenue re´siduelle est ve´rifie´ a` la seule charge limite σl. On conside`re
donc le sce´nario de de´faillance associe´ a` la fonction d’e´tat-limite g(2).
En notant ac la longueur de fissure critique correspondant au facteur d’intensite´ de
contrainte critique Kc, la fonction d’e´tat-limite g
(2) du proble`me simplifie´ s’e´crit ainsi,
∀x ∈ En et ∀n ∈ {1, . . . N} :
g(2)n = g
(2)(x1≤n′≤n) = ac − a (x1≤n′≤n) (5.32)
ou` ac est la solution de l’e´quation K(ac, σl) = σlF (ac)
√
πac = Kc.
La fonction d’e´tat-limite g(2) est de´croissante en fonction du temps. Le proble`me de
fiabilite´ ainsi de´fini est donc a` marge de´croissante et les probabilite´s de de´faillance instan-
tane´e et cumule´e sont e´gales. On a ∀n ∈ {1, . . . N} : Pf, c(1, n) = Pf, i(n) avec :
Pf, i(n) = P (Ef n) = P (ω ∈ Ω : g(2)n = g(2)(X1≤n′≤n(ω)) ≤ 0) (5.33)
En pratique, on calcule cette probabilite´ pour n = N , c’est-a`-dire au dernier cycle des
spectres de chargement simule´s (∀x ∈ EN , x = (x1, x2, . . . , xn′ , . . . xn, . . . , xN ) avec N
fixe´), soit :
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Pf, i(N) = P (EfN ) = P (ω ∈ Ω : g
(2)
N = g
(2)(X1≤n≤N (ω)) ≤ 0)
= P (ω ∈ Ω : ac − a(X1≤n≤N (ω)) ≤ 0) (5.34)
La relation (5.34) peut se re´e´crire comme suit :
Pf = Pf, i(N) =
∫
Ef N
dP (ω) =
∫
Ω
1EfN
(ω)dP (ω) = EP
[
1EfN
]
(5.35)
ou` 1EfN est la fonction indicatrice de l’e´ve´nement EfN telle que 1EfN (ω) = 1 si ω ∈ EfN
et 1EfN (ω) = 0 sinon.
5.4 Re´solution du proble`me de fiabilite´
Ce paragraphe introduit les me´thodes de fiabilite´ qui permettent d’e´valuer la probabi-
lite´ de de´faillance Pf (5.35) associe´e a` la fonction d’e´tat-limite (5.32). De par les mode`les
stochastiques conside´re´s, seules les me´thodes fiabilistes par simulations peuvent eˆtre envi-
sage´es. La me´thode classique des simulations de Monte Carlo (MC) est l’approche la plus
robuste pour e´valuer cette probabilite´ Pf . Elle fait ainsi office de re´fe´rence. Ne´anmoins,
le nombre de calculs ne´cessaire a` l’estimation des probabilite´s de de´faillance faibles avec
une pre´cision acceptable (en termes de coefficient de variation de cette estimation) devient
rapidement tre`s e´leve´. Cette me´thode est ainsi excessivement couˆteuse en termes de temps
de calcul. Une variante aux simulations de Monte Carlo, base´e sur les simulations d’im-
portance et l’entropie croise´e (IS-CE) pre´sente´e au paragraphe 5.2.3.3 dans le cadre d’un
vecteur ale´atoire continu, est ici envisage´e. Elle est e´tendue dans un premier temps au cas
ou` le mode`le stochastique est une chaˆıne de Markov (FMC) et dans un second temps a`
celui associe´ a` une chaˆıne de Markov cache´e (HMM).
Il faut noter que la me´thode IS-CE a e´te´ applique´e avec succe`s au calcul de la de´faillance
de re´seaux de te´le´communication, la de´faillance e´tant mode´lise´e par des chaˆınes de Markov
a` temps discret et a` espace d’e´tats discret, par exemple dans la re´fe´rence [Rid05]. Dans
cette re´fe´rence, la de´faillance d’un syste`me technologique constitue´ de d types diffe´rents de
composants est mode´lise´e par une chaˆıne de Markov (Xn)n∈N∗ ou`Xn = (X
1
n, X
2
n, . . . , X
d
n)
etX in, ∀i ∈ {1, 2, . . . , d} est le nombre de composants de´faillants d’un meˆme type i donne´.
La de´faillance est atteinte lorsque tous les composants d’un meˆme type i sont de´faillants ou,
par conse´quent, lorsque tous les composants de tous les types sont de´faillants. A chaque
instant n de la chaˆıne, le syste`me est donc soit de´faillant, soit en e´tat de marche. Les
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probabilite´s de transition de la chaˆıne de Markov font intervenir les taux de de´faillance et
de re´paration des composants de type i.
La pertinence de la me´thode IS-CE ayant e´te´ de´montre´e pour ce type de proble`me, il
est ainsi choisi d’explorer cette piste pour re´soudre notre proble`me de fiabilite´ en tole´rance
aux dommages ou` l’ale´a de chargement est mode´lise´ a` l’aide de chaˆınes de Markov (FMC
ou HMM). Les e´le´ments du paragraphe 5.4.1 sont principalement inspire´s des re´fe´rences
[dBKMR05, Rid05].
5.4.1 Me´thode IS-CE applique´e aux chaˆınes de Markov (FMC)
L’objectif des tirages d’importance est d’e´valuer l’inte´grale (5.35) en simulant les e´chan-
tillons qui contribuent le plus a` la de´faillance, via l’inte´grale suivante :
Pf =
∫
Ω
1EfN
(ω)
dP (ω)
dQ(ω)
dQ(ω) (5.36)
ou` Q est une probabilite´ dite d’importance permettant de simuler les e´chantillons dans les
re´gions qui contribuent le plus au calcul de Pf . On utilise ici la me´thode d’entropie croise´e
(CE) pour de´terminer la meilleure approximation de la probabilite´ d’importance optimale
Q∗ appartenant a` une classe de lois de probabilite´ choisie a priori.
5.4.1.1 Loi d’une chaˆıne de Markov
Dans le cas ou` (Xn)n∈N∗ est mode´lise´ par une chaˆıne de Markov homoge`ne de matrice
de transition P, la loi de X est donne´e par les quantite´s suivantes, de´finies ∀N ∈ N∗ :
P (X1 = x1, . . . , XN = xN ) = P (X1 = x1 )
N−1∏
n=1
P (Xn+1 = xn+1 |Xn = xn ) (5.37)
Or, les variables ale´atoires Xn, ∀n ∈ N∗, prennent leurs valeurs dans un espace d’e´tats
discret fini E = {ek, k ∈ {1, 2, . . . , K}} (card(E) = K) et l’ensemble des probabilite´s
pi,j = P (Xn+1 = ej |Xn = ei )∀ (ei, ej) ∈ E × E forme la matrice de transition P.
Ainsi la relation (5.37) peut se re´e´crire de la manie`re suivante :
P (X1 = x1, . . . , XN = xN ) =
K∏
i, j=1
pi,j
ni,j(x, N) (5.38)
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ou` ni,j(x, N) est le nombre de transitions du cycle e´tat ei au cycle e´tat ej de la re´alisation
x ∈ EN . On notera ni,j(X, N) le nombre de transitions du cycle e´tat ei au cycle e´tat
ej de la chaˆıne de Markov X avant l’instant N . Dans cette formulation, on suppose que
P ( X1 = x1 ) = 1, soit que la re´alisation x1 est la meˆme pour toutes les simulations. X1
est donc une variable de´terministe.
De manie`re analogue a` la re´fe´rence [dBKMR05] on utilise de´sormais la notation pX (x, N, P)
pour la densite´ de probabilite´ de parame`tres P :
pX (x, N, P) =
K∏
i, j=1
pi,j
ni,j(x, N) (5.39)
5.4.1.2 Proble`me de maximisation
Un principe identique a` celui de la me´thode IS-CE formule´e au paragraphe 5.2.3.3
pour un vecteur ale´atoire continu de densite´ de probabilite´ initiale pX(·, u) est ici applique´.
L’objectif consiste a` de´terminer la densite´ d’importance pX(·, Q∗), appartenant a` la famille
des densite´s de probabilite´ de la densite´ d’origine pX(·, P), la plus proche possible de la
solution optimale q∗X . Il s’agit donc de trouver les parame`tres q
∗
i,j de la matrice de transition
Q∗ solutions du proble`me de maximisation sous-contraintes suivant :
max
Q
D(Q) = max
Q
EpX(·, R)
[
1Df (X)W (X, N, P, R) ln pX (X, N, Q)
]
sous :


0 ≤ qi,j ≤ 1
∑K
j=1 qi,j = 1
(5.40)
ou` P, Q et R sont respectivement e´quivalents a` u, v et w dans la formulation (5.21) et
Df = DfN = {x ∈ EN : g
(2)
N = g
(2)(x) ≤ 0} avec x = (x1, x2, . . . , xN ) ∀x ∈ EN (N
fixe´).
Le rapport de vraisemblance W (x, N, P, R) s’e´crit :
W (x, N, P, R) =
pX (x, N, P)
pX (x, N, R)
=
K∏
i,j=1
(
pi,j
ri,j
)ni,j(x, N)
(5.41)
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Les probabilite´s de la matrice Q∗, solution du proble`me (5.40), sont donne´es par :
q∗i,j =
EpX(·, R)
[
1Df (X)W (X, N, P, R)ni,j(X, N)
]
EpX(·, R)
[
1Df (X)W (X, N, P, R)ni(X, N)
] (5.42)
ou` ni(X, N) =
∑K
j=1 ni,j(X, N) est le nombre de transitions partant de l’e´tat ei de la
chaˆıne de Markov X avant l’instant N .
Les de´tails de re´solution du proble`me de maximisation sont fournis a` la section E.1 de
l’annexe E.
A partir d’un e´chantillon X(1), X(2), . . ., X(Nsim) distribue´ suivant la densite´ pX (·, R),
l’estimateur qˆ∗i,j associe´ a` la relation (5.42) s’e´crit :
qˆ∗i,j =
∑Nsim
k=1
[
1Df
(
X(k)
)(∏K
i,j=1
(
pi,j
ri,j
)ni,j(X(k), N))
ni,j(X
(k), N)
]
∑Nsim
k=1
[
1Df
(
X(k)
)(∏K
i,j=1
(
pi,j
ri,j
)ni,j(X(k), N))
ni(X(k), N)
] (5.43)
Pour l’estimation de probabilite´s de de´faillance Pf faibles, l’algorithme multi-niveaux
IS-CE permet de trouver de manie`re ite´rative la densite´ d’importance optimale pX (·, Q∗).
Les niveaux sont les suivants :
1. De´finir Qˆ0 = P et t = 1.
2. Actualiser γˆt : ge´ne´rer unNsim-e´chantillon de g(X) sous la distribution pX
(
·, Qˆt−1
)
.
Choisir γˆt comme le ρ
ie`me-fractile de la distribution ale´atoire de g(X), tel que :
P (G(X) ≤ γˆt) = ρ.
3. Actualiser Qˆt : pour le couple donne´ {γˆt, Qˆt−1}, Qˆt est de´fini par, ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , K} :
qˆti,j =
∑Nsim
k=1
[
1{g(X(k))≤γˆt}
(
X(k)
)(∏K
i,j=1
(
pi,j
qˆt−1i,j
)ni,j(X(k), N))
ni,j(X
(k), N)
]
∑Nsim
k=1
[
1{g(X(k))≤γˆt}
(
X(k)
)(∏K
i,j=1
(
pi,j
qˆt−1i,j
)ni,j(X(k), N))
ni(X(k), N)
]
(5.44)
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4. Si γˆt ≤ 0, stopper l’algorithme et passer au niveau 5, sinon poser t = t + 1, et re-
tourner au niveau 2.
5. Poser Qˆ∗ = Qˆt et γˆt = 0. E´valuer la probabilite´ de de´faillance Pf a` partir d’un
Nsim-e´chantillon de g(X) ge´ne´re´ sous la distribution pX
(
·, Qˆ∗
)
:
Pˆf =
1
Nsim
Nsim∑
k=1
1Df
(
X(k)
)
W
(
X(k), N, P, Q∗
)
(5.45)
Le nombre de simulations par niveau Nsim e´tant ge´ne´ralement faible, certaines transi-
tions ei → ej peuvent ne pas eˆtre observe´es a` un niveau t−1 alors que les probabilite´s pi,j
d’origine sont non nulles. Ceci conduit a` qˆti,j = 0, d’apre`s la relation (5.44), ce qui n’est
pas souhaitable. En effet, une fois qˆti,j = 0, les probabilite´s qˆt′i,j ∀t′ > t sont nulles jusqu’a`
la fin de l’algorithme, ce qui peut conduire a` de tre`s mauvaises estimations de Pf .
Deux solutions ont e´te´ sugge´re´es par A.D. Ridder [Rid05] de manie`re a` e´viter ce type
de proble`me :
• Ponde´ration (ou lissage) avec les probabilite´s d’origine P : ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , K},
qˆti,j = (1−α)pi,j+
∑Nsim
k=1
[
1{g(X(k))≤γˆt}
(
X(k)
)(∏K
i,j=1
(
pi,j
qˆt−1i,j
)ni,j(X(k), N))
ni,j(X
(k), N)
]
∑Nsim
k=1
[
1{g(X(k))≤γˆt}
(
X(k)
)(∏K
i,j=1
(
pi,j
qˆt−1i,j
)ni,j(X(k), N))
ni(X(k), N)
]
(5.46)
ou` α ∈ (0, 1) est un coefficient de lissage.
• Ponde´ration avec les probabilite´s du niveau pre´ce´dent Qˆt−1 : ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , K},
qˆti,j = (1−α)qˆt−1i,j+
∑Nsim
k=1
[
1{g(X(k))≤γˆt}
(
X(k)
)(∏K
i,j=1
(
pi,j
qˆt−1i,j
)ni,j(X(k), N))
ni,j(X
(k), N)
]
∑Nsim
k=1
[
1{g(X(k))≤γˆt}
(
X(k)
)(∏K
i,j=1
(
pi,j
qˆt−1i,j
)ni,j(X(k), N))
ni(X(k), N)
]
(5.47)
ou` α ∈ (0, 1) e´galement.
5.4.2 Extension de la me´thode IS-CE aux HMM
Les chapitres 3 et 4 ont mis en e´vidence la pertinence des chaˆınes de Markov cache´es
(HMM) a` repre´senter l’ale´a des chargements de manie`re re´aliste pour des applications en
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tole´rance aux dommages, de par leur capacite´ a` mode´liser les valeurs extreˆmes notamment.
Il est ainsi souhaitable d’adapter la me´thode fiabiliste d’entropie croise´e IS-CE, uniquement
applique´e aux cas des chaˆınes de Markov a` temps discret et a` espace d’e´tats discret dans la
litte´rature, a` une utilisation avec des mode´lisations stochastiques base´es sur les HMM. Ces
nouveaux de´veloppements sont ainsi initie´s dans le cadre de ces travaux de the`se afin de
pouvoir traiter des proble`mes de fiabilite´ en tole´rance aux dommages base´s sur l’utilisation
de mode`les HMM.
5.4.2.1 De´finition du mode`le HMM et loi de probabilite´
Rappel. Les se´quences de cycles de fatigue mode´lise´es par des chaˆınes de Markov cache´es
peuvent eˆtre vues comme la deuxie`me composante d’un processus bivarie´ (Sn, Xn)n∈N∗ ,
ou` la premie`re composante (Sn)n∈N∗ est une chaˆıne de Markov non-observable a` espace
d’e´tats discret Eh et de matrice de transition P, voir paragraphe 3.2.2.
Le nie`me cycle de fatigue de la se´quence cache´e (Sn)n∈N∗ est de´fini par Sn = {M ′n, m′n},
ou` M ′n et m
′
n sont respectivement le maximum et le minimum du cycle cache´ Sn. L’espace
des e´tats Eh de la chaˆıne de Markov cache´e (Sn)n∈N∗ est l’ensemble de cardinal card(E
h) =
K = Kc(Kc − 1)/2 :
Eh = { ej = (ck, cl) , k > l et k, l ∈ { 1, 2, . . . , Kc } } (5.48)
ou` ck et cl sont les classes des contraintes auxquelles appartiennent les contraintes non-
observe´es M ′n et m
′
n, voir paragraphe 3.3.2.
Le nie`me cycle de fatigue de la se´quence observe´e (Xn)n∈N∗ est de´fini par Xn =
{Mn, mn}, ou`Mn etmn sont respectivement le maximum et le minimum du cycle Xn. Les
observations du maximum Mn et du minimum mn sont conditionne´es par celles de M
′
n et
m′n. Elles sont obtenues a` partir deKc distributions de probabilite´ fck , k ∈ {1, 2, . . . , Kc},
ou` ck est la classe a` laquelle appartient la contrainte non-observe´e M
′
n ou m
′
n. Par le biais
de cette mode´lisation, on suppose que les minimums et les maximums des se´quences de
fatigue suivent les meˆmes distributions.
Probabilite´s et densite´s. ∀N ∈ N∗, on cherche a` calculer la probabilite´
P (X1 ∈ B1, . . . , XN ∈ BN
⋂
S1 = s1, . . . , SN = sN ), ou` Bn est un bore´lien de R+, ∀n ∈
{1, . . . , N}, et a` exprimer la densite´ de probabilite´ de (X1, . . . , XN
⋂
S1, . . . , SN ),
soit la densite´ conjointe de X et S note´e pXS . Par souci de concision on note aussi
P
(
X ∈ BN ⋂S = s) la probabilite´ P (X1 ∈ B1, . . . , XN ∈ BN ⋂S1 = s1, . . . , SN = sN )
ou` BN est de´fini par BN = B1 × . . .× BN , X = (X1, . . . , XN ) et S = (S1, . . . , SN ).
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D’apre`s le the´ore`me de Bayes, on a :
P
(
X ∈ BN
⋂
S = s
)
= P
(
X ∈ BN |S = s)P (S = s) (5.49)
D’apre`s la de´finition de la chaˆıne de Markov cache´e on peut e´galement e´crire [DJ08] :
P
(
X ∈ BN |S = s) = N∏
n=1
P (Xn ∈ Bn|S = s)
=
N∏
n=1
Psn (Bn) (5.50)
Finalement, d’apre`s la relation (5.38), la probabilite´ P (S = s) est formule´e de la ma-
nie`re suivante :
P (S = s) = P ( S1 = s1, . . . , SN = sN ) =
K∏
i, j=1
pi,j
ni,j(s, N) (5.51)
en imposant P ( S1 = s1 ) = 1. ni,j(s, N) est le nombre de transitions du cycle e´tat ei au
cycle e´tat ej d’une re´alisation s de la chaˆıne de Markov non-observe´e S.
Ainsi, d’apre`s les relations (5.50) et (5.51), la relation (5.49) s’e´crit :
P
(
X ∈ BN
⋂
S = s
)
=
(
N∏
n=1
Psn (Bn)
) K∏
i, j=1
pi,j
ni,j(s, N)

 (5.52)
En supposant que toutes les lois conditionnelles Psn admettent une densite´ de proba-
bilite´ fsn (ce qui est le cas ici), la loi conjointe de X et S admet une densite´ de probabilite´
pXS qui s’e´crit :
pXS(x, s, N, P, u) =
(
N∏
n=1
fsn (xn, u)
) K∏
i, j=1
pi,j
ni,j(s, N)

 (5.53)
ou` u repre´sente le vecteur de parame`tres de l’ensemble des densite´s fsn mises en jeu et P
est la matrice de transition de la chaˆıne non-observe´e S qui contient les probabilite´s pi,j .
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Sn = {M ′n, m′n} repre´sentant un cycle de la se´quence cache´e S, le terme fsn (xn, u)
s’e´crit comme suit :
fsn (xn, u) = fM ′n (Mn, u) fm′n (mn, u) (5.54)
ou` les notationsM ′n, m
′
n,Mn et mn de´signent respectivement des re´alisations des variables
ale´atoires M ′n, m
′
n, Mn et mn. On conserve les meˆmes notations pour les re´alisations et
les variables ale´atoires, pour simplifier les e´critures.
La densite´ conjointe de X et S s’e´crit donc comme suit :
pXS(x, s, N, P, u) =
(
N∏
n=1
fM ′n (Mn, u) fm′n (mn, u)
) K∏
i, j=1
pi,j
ni,j(s, N)

 (5.55)
5.4.2.2 Objectif de l’approche IS-CE applique´e aux HMM
L’approche fiabiliste IS-CE applique´e aux HMM a pour but de de´terminer de manie`re
ite´rative un couple de parame`tres {Q∗, v∗} telle que la densite´ pXS (·, Q∗, v∗) soit la plus
proche possible de la densite´ d’importance optimale q∗XS des tirages d’importance (IS), en
pratique impossible a` utiliser.
Au vu du nombre de distributions de probabilite´ fM ′n , fm′n et de la taille des matrices
de transition P mises en jeu dans les mode´lisations stochastiques des donne´es re´elles du
chargement (chapitre 3), le proble`me IS-CE associe´ a` la densite´ de probabilite´ (5.55) est
relativement complexe. Re´soudre un tel proble`me nous a semble´ trop ambitieux pour une
premie`re approche de l’entropie-croise´e adapte´e aux chaˆınes de Markov cache´es. Nous
proposons donc ici de simplifier le proble`me afin d’aborder l’approche IS-CE applique´e
aux HMM dans un cadre certes moins ge´ne´ral mais simplifie´ et dans l’optique de voir
aboutir nos de´veloppements the´oriques et nume´riques.
Ainsi, nous limitons notre e´tude a` l’actualisation de la matrice de transition Q et des
parame`tres v de la densite´ de probabilite´ de Pareto ge´ne´ralise´e mode´lisant les valeurs
extreˆmes (appartenant a` la classe cKc) dont l’expression est rappele´e en (5.56) :
f(x, u) =
1
β
[
1 + ξ
(x− us)
β
]−1−1/ξ
(5.56)
ou` us est ici le seuil de la loi et u = {ξ, β}.
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D’apre`s les chapitres 3 et 4, les valeurs extreˆmes sont en effet d’une importance fonda-
mentale lors d’analyses de propagation de fissure sous chargement d’amplitude variable.
Ceci a ainsi oriente´ notre choix vers l’actualisation des parame`tres de la densite´ mode´li-
sant ces valeurs extreˆmes lors de la me´thode IS-CE, plutoˆt que celle des parame`tres des
autres densite´s du proble`me (gaussiennes tronque´es). Cependant, il est de´cide´ de ne pas
actualiser le seuil us dans l’algorithme IS-CE afin de respecter les bornes des classes ck,
∀k ∈ {1, 2, . . . , Kc}. Le vecteur de parame`tres v a` actualiser est ainsi re´duit a` v = {ξ, β}.
5.4.2.3 Proble`me de maximisation
De manie`re analogue aux chaˆınes de Markov, le proble`me de maximisation sous-
contraintes s’e´crit ici :
max
Q, v
D(Q, v) = max
Q, v
EpXS(·, R, w)
[
1Df (X)W (X, S, N, P, R, u, w) ln pXS (X, S, N, Q, v)
]
sous :


0 ≤ qi,j ≤ 1
∑K
j=1 qi,j = 1
−0.5 < ξ < 0
β > 0
(5.57)
ou` v = {ξ, β}.
On impose −0.5 < ξ < 0 de manie`re a` ce que la densite´ de Pareto ge´ne´ralise´e de la den-
site´ d’importance appartienne au domaine d’attraction de Weibull, comme la distribution
initiale f(·, u) identifie´e a` partir des donne´es re´elles de chargement.
Le rapport de vraisemblance W (x, s, N, P, R, u, w) s’e´crit :
W (x, s, N, P, R, u, w) =

 K∏
i,j=1
(
pi,j
ri,j
)ni,j(s, N)( N∏
n=1
fM ′n (Mn, u) fm′n (mn, u)
fM ′n (Mn, w) fm′n (mn, w)
)
(5.58)
Le proble`me de maximisation, sa re´solution et les solutions sont de´taille´s a` la section E.2
de l’annexe E.
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5.4.2.4 Algorithme CE multi-niveaux
Lorsque la probabilite´ de de´faillance a` estimer est faible, disons Pf < 10
−3, la densite´
d’importance pXS (·, Q∗, v∗) est la` encore de´termine´e de manie`re ite´rative a` l’aide de
l’algorithme multi-niveaux suivant :
1. De´finir Qˆ0 = P, vˆ0 = {ξ0, β0} (ou` ξ0 et β0 sont les parame`tres de la loi de Pareto
ge´ne´ralise´e du mode`le stochastique d’origine) et t = 1.
2. Actualiser γˆt : ge´ne´rer un Nsim-e´chantillon ale´atoire de g(X) sous la distribution
pXS
(
·, Qˆt−1, vˆt−1
)
. Choisir γˆt comme le ρ
ie`me-fractile de la distribution empirique
de g(X), tel que : P (g(X) ≤ γˆt) = ρ.
3. Actualiser Qˆt : pour le triplet donne´ {γˆt, Qˆt−1, vˆt−1}, l’estimateur Qˆt de Qt est
de´fini par, ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , K} :
qˆ′ti,j =
∑Nsim
k=1
[
1{g(X(k))≤γˆt}
(
X(k)
)
W
(
X(k), S(k), N, P, Qˆt−1, u, vˆt−1
)
ni,j(S
(k), N)
]
∑Nsim
k=1
[
1{g(X(k))≤γˆt}
(
X(k)
)
W
(
X(k), S(k), N, P, Qˆt−1, u, vˆt−1
)
ni(S(k), N)
]
(5.59)
En raison d’un nombre de simulations Nsim faible, utiliser la re`gle de ponde´ration
(ou de lissage) propose´e par A.D. Ridder [Rid05], afin de ne pas converger vers des
probabilite´s nulles qˆ′ti,j = 0 :
• Ponde´ration avec les probabilite´s d’origine P : ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , K},
qˆti,j = (1− α)pi,j + αqˆ′ti,j (5.60)
ou` α ∈ (0, 1) est un coefficient de lissage.
• Ponde´ration avec les probabilite´s du niveau pre´ce´dent Qˆt−1 : ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , K},
qˆti,j = (1− α)qˆt−1i,j + αqˆ′ti,j (5.61)
ou` α ∈ (0, 1).
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4. Actualiser vˆt : pour le triplet donne´ {γˆt, Qˆt−1, vˆt−1}, les parame`tres vˆ′t = {ξˆ′t, βˆ′t}
sont obtenus en re´solvant nume´riquement le syste`me :


∑Nsim
k=1
[
1{g(X(k))≤γˆt}
(
X(k)
)
W
(
X(k), S(k), N, P, Qˆt−1, u, vˆt−1
)
×
× ∂∂ξ
(
ln pXS
(
X(k), S(k), N, Q, ξ, β
))]
= 0
∑Nsim
k=1
[
1{g(X(k))≤γˆt}
(
X(k)
)
W
(
X(k), S(k), N, P, Qˆt−1, u, vˆt−1
)
×
× ∂∂β
(
ln pXS
(
X(k), S(k), N, Q, ξ, β
))]
= 0
(5.62)
Le syste`me (5.62) sous les conditions : −0.5 < ξ < 0 et β > 0 pouvant eˆtre de´-
licat a` re´soudre nume´riquement, on peut aussi choisir de re´soudre le proble`me de
maximisation sous contraintes (5.57), qui inte`gre la solution Qˆt.
A partir d’un Nsim-e´chantillon ale´atoire de X distribue´ suivant pXS
(
·, Qˆt−1, vˆt−1
)
,
il s’agit de re´soudre :
max
v
Dˆ(v) = max
v
Nsim∑
k=1
[
1{g(X(k))≤γˆt}
(
X(k)
)
W
(
X(k), S(k), N, P, Qˆt−1, u, vˆt−1
)
×
× ln pXS
(
X(k), S(k), N, Qˆt, v
)]
sous :


−0.5 < ξ < 0
β > 0
(5.63)
Une re`gle de ponde´ration ou de lissage est e´galement applique´e au couple {ξˆ′t, βˆ′t}
solution du proble`me (5.63) :
• Ponde´ration avec les parame`tres d’origine u = {ξ0, β0} : ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , K},
ξˆt = (1− α1)ξ0 + α1ξˆ′t (5.64)
βˆt = (1− α1)β0 + α1βˆ′t (5.65)
ou` α1 ∈ (0, 1) est un coefficient de lissage.
• Ponde´ration avec les probabilite´s du niveau pre´ce´dent vˆt−1 = {ξˆt−1, βˆt−1} :,
ξˆt = (1− α1)ξˆt−1 + α1ξˆ′t (5.66)
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βˆt = (1− α1)βˆt−1 + α1βˆ′t (5.67)
ou` α1 ∈ (0, 1).
5. Si γˆt ≤ 0 stopper l’algorithme et passer au niveau 6, sinon poser t = t+1, et retour-
ner au niveau 2.
6. Poser Qˆ∗ = Qˆt, vˆ
∗ = vˆt et γˆt = 0. E´valuer la probabilite´ de de´faillance Pf a` partir
d’un Nsim-e´chantillon de g(X) ge´ne´rer sous la distribution pXS
(
·, Qˆ∗, vˆ∗
)
:
Pˆf =
1
Nsim
Nsim∑
k=1
1Df
(
X(k)
)
W
(
X(k), S(k), N, P, Qˆ∗, u, vˆ∗
)
(5.68)
5.4.3 Conclusion
Les me´thodes de re´solution du proble`me de fiabilite´ en tole´rance aux dommages avec
mode´lisation markovienne du chargement de fatigue ont e´te´ pre´sente´es dans cette section.
Elles s’appuient sur les simulations de Monte Carlo (MC) et sur les simulations d’impor-
tance base´es sur la me´thode d’entropie-croise´e (IS-CE). L’approche IS-CE de´ja` applique´e
aux chaˆınes de Markov dans les proble`mes de fiabilite´ des re´seaux de te´le´communications
a e´te´ de´cline´e au cas des chaˆınes de Markov cache´es.
La me´thode IS-CE est suppose´e compenser les limites de l’approche classique de Monte
Carlo en re´duisant le nombre d’appels a` la fonction d’e´tat-limite. L’inte´reˆt de cette me´-
thode re´side e´galement dans la richesse des informations fiabilistes obtenues : en plus de
l’approximation de la probabilite´ de de´faillance, elle fournit en effet les parame`tres de
la densite´ de probabilite´ des variables ale´atoires d’entre´e qui conduisent a` la de´faillance.
Dans le cas ou` les entre´es sont mode´lise´es par des chaˆınes de Markov, on obtient ainsi, en
fin d’algorithme, la matrice de transition qui permet de ge´ne´rer les chargements les plus
se´ve`res en termes d’avance´e de fissure, pour un niveau de fiabilite´ donne´. Dans le cas des
chaˆınes de Markov cache´es, on obtient a` la fois la matrice de transition des chargements
les plus se´ve`res et les parame`tres de la distribution des valeurs extreˆmes de ces meˆmes
chargements. Un inconve´nient majeur de cette approche est qu’elle ne permet toutefois
pas de de´terminer analytiquement le coefficient de variation de l’estimation de la probabi-
lite´ de de´faillance Pf . Dans le cadre des travaux de the`se, les calculs de Pf sont re´pe´te´s un
certain nombre de fois (on prendra nr = 30 fois) afin d’obtenir une estimation empirique
de son coefficient de variation cPˆf = s
∗
Pf
/P f , ou` s
∗
Pf
et P f sont respectivement l’e´cart-
type empirique non-biaise´ et la moyenne empirique de la se´rie statistique compose´e de nr
re´alisations de Pˆf .
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La section suivante compare les probabilite´s de de´faillance calcule´es avec la me´thode
IS-CE par rapport a` celles obtenues avec Monte Carlo sur des exemples acade´miques de
propagation de fissure. Ces derniers permettent en partie de de´montrer la pertinence de
l’approche IS-CE propose´e.
5.5 Applications
Cette dernie`re section est consacre´e a` la mise en œuvre et aux couplages des mode´lisa-
tions stochastiques du chargement de fatigue (FMC et HMM) de´veloppe´es au chapitre 3
avec les approches fiabilistes (MC et IS-CE) pre´sente´es aux sections 5.2.3 et 5.4. Des
exemples acade´miques de propagation de fissure sous chargements d’amplitude variable
markoviens sont propose´s afin de juger l’applicabilite´ de la me´thode fiabiliste IS-CE aux
proble`mes fiabilistes de tole´rance aux dommages. Le sce´nario de de´faillance, de´fini dans
la suite de ce paragraphe, fait intervenir la longueur de fissure finale af , obtenue par
application d’un spectre de chargement variable compose´ d’un nombre de cycles N impose´
(variable de´terministe) et qui est calcule´e, pour chaque re´alisation, a` l’aide de la loi de
Paris ou du code de calcul PREFFAS. Le sce´nario de de´faillance inte`gre e´galement une
longueur de fissure critique ac, choisie arbitrairement pour ces calculs afin de garantir des
niveaux de de´faillance suffisamment faibles.
5.5.1 Pre´sentation de la structure e´tudie´e
Ge´ome´trie. La structure e´tudie´e est une plaque mince, d’e´paisseur t = 2 mm, de largeur
W = 150 mm, soumise a` des chargements de traction et contenant une fissure traversante
de demi-longueur initiale a0 = 5 mm. Cette structure correspond a` l’e´prouvette standard
CCT, repre´sente´e sur la figure 5.1.
Le facteur d’intensite´ de contrainte est calcule´ en utilisant la formule suivante :
K(a, σ) =
1− 0.025(a/W )2 + 0.06(a/W )4√
cos(πa/W )
σ
√
πa (5.69)
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Figure 5.1 – E´prouvette CCT.
Proprie´te´s mate´riau et mode`les de propagation de fissure. Les e´prouvettes CCT
sont re´alise´es en aluminium 2024-T351. Deux mode`les de propagation de fissure sont choisis
pour conduire les diffe´rentes analyses de propagation fiabilistes : la loi de Paris, e´tant le
mode`le de fissuration le plus simple et le plus rapide a` mettre en œuvre, et le mode`le
PREFFAS, plus e´volue´ et permettant de prendre en compte le phe´nome`ne de fermeture
de fissure ainsi que les phe´nome`nes de retard et/ou d’acce´le´ration des vitesses de fissuration
associe´s. Les parame`tres mate´riau de ces mode`les, extraits de la note technique n˚ 5/M/90
[Ren90], sont re´sume´s dans le tableau 5.1. L’amplitude de variation du facteur d’intensite´
de contraintes ∆K est homoge`ne a` des MPa
√
m et les vitesses da/dN sont exprime´es en
mm/cycle.
Tableau 5.1 – Proprie´te´s mate´riau de l’e´prouvette CCT.
Limite d’e´lasticite´ σy = 312 MPa
Coefficient de Paris CR = 3.26 · 10−8 , m = 3.42
Coefficients d’Elber a = 0.45, b = 0.55
Les coefficients d’Elber a et b du mode`le PREFFAS sont choisis pour une structure
mince d’apre`s la re´fe´rence [ADS88].
Chargement. Les chargements de fatigue applique´s aux e´prouvettes CCT sont suppose´s
incertains dans cette e´tude. On conside`re que l’ale´a des se´quences de chargement applique´es
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a` la structure correspond a` l’ale´a de chargement de l’activite´ “B” de la flotte d’avions
monitore´e, voir chapitres 2 et 3. On choisit deux options pour mode´liser l’ale´a sur le
chargement de fatigue : 1) on utilise le mode`le des chaˆınes de Markov FMC(B) (Kc = 5) ;
2) on retient la mode´lisation par chaˆınes de Markov cache´es HMM(B) (Kc = 5). Les
caracte´ristiques de ces deux mode`les sont respectivement donne´es aux paragraphes 3.3.1
et 3.3.2 du chapitre 3. Les contraintes (maximums et minimums) des vols de la base de
donne´es ont e´te´ re´parties en Kc = 5 classes, ce qui conduit a` K = 10 cycles e´tats. La
matrice de transition P des chaˆınes de Markov (FMC) et celle du processus non-observe´
des chaˆınes de Markov cache´es (HMM) rassemblent donc K2 = 100 probabilite´s. Les
parame`tres de la distribution de Pareto ge´ne´ralise´e qui mode´lise la classe de contraintes
cKc (c’est-a`-dire les valeurs extreˆmes) sont ici note´s us = 0.676, ξ
0 = −0.2 et β0 = 14.7.
On suppose ici, par souci de simplicite´, qu’au sein meˆme d’une analyse de fiabilite´,
toutes les se´quences de chargement x = (x1, x2, . . . , xN ) ∈ EN , ge´ne´re´es soit avec le
mode`le FMC(B) (Kc = 5), soit avec le mode`le HMM
(B) (Kc = 5), ont le meˆme cycle
de de´part x1 = {0.248; 0.039} (P (X1 = x1) = 1) et un meˆme nombre de cycles de
fatigue N . Un meˆme facteur de charge Cl (Cl × σm, ou` σm est la contrainte maximale
observe´e sur l’ensemble des vols enregistre´s) est e´galement applique´ a` toutes les se´quences
de chargement de fatigue x. Les parame`tres N et Cl sont donne´s au prochain paragraphe
pour chacune des analyses de fiabilite´ re´alise´es, voir tableau 5.2.
Fonction d’e´tat-limite. Les analyses de fiabilite´ mene´es cherchent a` e´valuer la proba-
bilite´ que la demi-longueur de fissure finale af (x), obtenue apre`s propagation d’une fissure
initiale de demi-longueur a0 soumise a` un chargement d’amplitude variable de N cycles,
re´alisation x = (x1, x2, . . . , xN ) du processus du chargement de fatigue X mode´lise´ par
les mode`les FMC et HMM, de´passe la longueur critique ac, arbitrairement de´finie. Il est
important de noter que les incertitudes sur les proprie´te´s mate´riau ainsi que l’ale´a sur les
proprie´te´s ge´ome´triques (ex : longueur initiale du dommage) ne sont pas prises en compte
dans ces analyses.
Ainsi, on se propose d’estimer la probabilite´ de de´faillance Pf associe´e au domaine de
de´faillance Df = {x ∈ EN : g(2)(x) = ac − af (x) ≤ 0}, soit Pf = P (af (X) > ac), ou` X
est le processus stochastique du chargement de fatigue.
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5.5.2 Analyses de fiabilite´ et crite`res de validation
Quatre exemples mettant en jeu la structure CCT pre´sente´e au paragraphe 5.5.1 sont
de´finis afin d’e´tudier progressivement l’applicabilite´ de la me´thode fiabiliste des tirages
d’importance base´e sur l’entropie-croise´e (IS-CE) aux proble`mes fiabilistes de tole´rance
aux dommages sous chargements ale´atoires d’amplitude variable markoviens. Les se´quences
de chargement simule´es sont souvent relativement courtes (N ou Ns petits) de manie`re a`
acce´der aux re´sultats dans des temps de simulations raisonnables. Les longueurs de fissure
critiques ac sont choisies arbitrairement afin d’estimer des probabilite´s faibles (10
−3 −
10−4) et tre`s faibles (10−6). Le tableau 5.2 rassemble les diffe´rents exemples exploratoires
e´tudie´s.
Les re´sultats des simulations d’importance base´es sur l’entropie-croise´e (IS-CE), uti-
lise´es pour re´soudre le proble`me de fiabilite´ en tole´rance aux dommages avec chaˆınes de
Markov et chaˆınes de Markov cache´es, sont confronte´s aux re´sultats des simulations de
Monte Carlo aux paragraphes 5.5.3 et 5.5.4 par rapport aux crite`res suivants :
• le biais e´ventuel entre la probabilite´ de de´faillance calcule´e par l’algorithme (IS-CE)
(valeur moyenne obtenue sur nr = 30 analyses) et la valeur suppose´e de re´fe´rence
obtenue par simulation de Monte Carlo (MC),
• la dispersion de l’estimation de la probabilite´ de de´faillance obtenue autour de la
valeur moyenne5,
• le nombre d’e´valuations de la fonction d’e´tat-limite ne´cessaire a` l’e´valuation de la
probabilite´ de de´faillance.
5Le coefficient de variation cPf de Pf calcule´ avec la me´thode IS-CE est de´fini par le rapport de l’e´cart-
type non-biaise´ et de la moyenne arithme´tique estime´s a` partir d’un e´chantillon de nr = 30 re´alisations
de Pˆf . Pour l’analyse de Monte Carlo (MC) la probabilite´ Pf est directement calcule´e a` partir de la
relation (5.8) et le coefficient de variation cPf est estime´ a` partir de la relation (5.10) sur l’unique e´chantillon
ge´ne´re´.
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Tableau 5.2 – Informations comple´mentaires au paragraphe 5.5.1 relatives aux analyses de
fiabilite´ effectue´es.
Section Mode`le de
propagation
Chargement Longueur de
fissure critique
(mm)
Analyse
n˚ 1
5.5.3 Paris N = 500 Cl = 1.44 FMC
(B)
(Kc = 5)
ac = 5.08
Analyse
n˚ 2
5.5.3 Paris N = 500 Cl = 1.44 FMC
(B)
(Kc = 5)
ac = 5.09053
5.5.4.1 HMM(B)
(Kc = 5)
ac = 5.07
Analyse
n˚ 3
5.5.3 Paris N = 102000 Cl = 1.1 FMC
(B)
(Kc = 5)
ac = 25.2
5.5.4.1 Cl = 1.2 HMM
(B)
(Kc = 5)
ac = 24.9
Analyse
n˚ 4
5.5.3 PREFFAS Ns = 525
F = 100 6
Cl = 1.2 FMC
(B)
(Kc = 5)
ac = 9.34
5.5.4.2 N = 52500 HMM(B)
(Kc = 5)
ac = 6.9
5.5.3 Re´sultats des analyses avec les chaˆınes de Markov (FMC)
Les probabilite´s de de´faillance Pf des quatre analyses fiabilistes de´finies dans le ta-
bleau 5.2, ou` les se´quences de chargement de fatigue sont simule´es avec le mode`le FMC(B)
(Kc = 5), sont reporte´es dans le tableau 5.3. L’algorithme IS-CE mis œuvre dans ces
exemples est celui de´crit au paragraphe 5.4.1.
Analyse des re´sultats. D’apre`s le tableau des re´sultats 5.3, les simulations d’impor-
tance associe´es a` l’entropie-croise´e (IS-CE) s’ave`rent eˆtre extreˆmement efficaces par rap-
port aux simulations de Monte Carlo, conside´re´es comme re´fe´rences, pour l’ensemble des
proble`mes de fiabilite´ traite´s mettant en œuvre des chaˆınes de Markov. Les gains en termes
de nombre d’appels aux mode`les me´caniques sont conse´quents. Les simulations IS-CE
ne´cessitent pour les analyses n˚ 1 et 3 environ 33 fois moins de simulations que la me´-
thode MC, a` coefficient de variation quasi-similaire (IS-CE : n˚ 1 : Ntotal = 3 · 104, n˚ 3 :
Ntotal = 3 · 103 vs. MC : n˚ 1 : Ntotal = 106, n˚ 3 : Ntotal = 105). Pour l’analyse n˚ 2 on
6Les spectres de chargement de N = F ×Ns = 52500 cycles sont compose´s de se´quences de chargement
de Ns = 525 cycles re´pe´te´es F = 100 fois pour constituer des spectres stationnaires, entre´es du mode`le
PREFFAS.
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observe un rapport de 1250 entre le nombre de simulations IS-CE ne´cessaire a` l’obtention
de la probabilite´ de de´faillance Pf et celui ne´cessaire a` l’obtention de Pf avec la me´thode
MC, a` coefficient de variation identique (IS-CE : Ntotal = 8 · 104 vs. MC : Ntotal = 108).
Enfin, les simulations IS-CE ne´cessitent environ 17 fois moins de simulations que la me´-
thode de MC (IS-CE : Ntotal = 6 · 103 vs. MC : Ntotal = 105) pour l’analyse n˚ 4. On note
cependant qu’un tre`s faible biais est parfois observe´. La re´fe´rence MC peut en partie eˆtre
responsable de celui-ci, compte tenu de la pre´cision atteinte sur l’estimation de MC, voir
tableau 5.3.
La pertinence de la me´thode IS-CE pour les exemples de fiabilite´ traite´s est a` nouveau
illustre´e sur les figures 5.2(a) a` 5.2(d). La distribution de Pˆf obtenue a` partir des calculs
IS-CE est suppose´e gaussienne, ce qui permet de centrer l’intervalle de confiance autour
de la moyenne.
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Figure 5.2 – Probabilite´s de de´faillance Pf (moyenne arithme´tique) et intervalles de
confiance a` 95% fonction du nombre total d’appels a` la fonction d’e´tat-limite g, obte-
nus a` partir des me´thodes MC et IS-CE.
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Tableau 5.3 – Re´sultats des calculs de fiabilite´ avec mode´lisation stochastique du charge-
ment par chaˆınes de Markov.
MC IS-CE 7
Analyse
n˚ 1
Ntotal appels 10
5 106 3 · 103 6 · 103 1.5 · 104 3 · 104
Nsim / / 1000 2000 5000 10000
3 niveaux 3 niveaux 3 niveaux 3 niveaux
Pf 7.4 · 10−4 7.12 · 10−4 7.53 · 10−4 7.40 · 10−4 7.31 · 10−4 7.30 · 10−4
cPf (%) 13.9 3.75 15.0 8.28 4.52 3.02
Analyse
n˚ 2 8
Ntotal appels 10
7 108 4 · 103 2 · 104 4 · 104 8 · 104
Nsim / / 1000 5000 10000 20000
4 niveaux 4 niveaux 4 niveaux 4 niveaux
Pf 8.39 · 10−6 7.48 · 10−6 7.69 · 10−6 7.71 · 10−6 7.68 · 10−6 7.60 · 10−6
cPf (%) 10.9 3.66 26.2 5.82 4.73 3.13
Analyse
n˚ 3
Ntotal appels 10
5 / 3 · 103 6 · 103 1.5 · 104 /
Nsim / / 1000 2000 5000 /
3 niveaux 3 niveaux 3 niveaux /
Pf 1.10 · 10−3 / 1.11 · 10−3 1.11 · 10−3 1.11 · 10−3 /
cPf (%) 9.53 / 10 5.19 4.77 /
Analyse
n˚ 4
Ntotal appels 10
5 / 3 · 103 6 · 103 1.5 · 104 /
Nsim / / 1000 2000 5000 /
3 niveaux 3 niveaux 3 niveaux /
Pf 5.31 · 10−4 / 5.06 · 10−4 4.84 · 10−4 4.84 · 10−4 /
cPf (%) 13.7 / 17.1 8.75 4.31 /
En plus de l’e´valuation de la probabilite´ de de´faillance Pf , la me´thode IS-CE fournit
une information supple´mentaire sur l’allure des matrices de transition de chargement a`
chaque niveau de l’algorithme. Cette approche donne en effet l’e´volution des matrices de
transition Qˆt qui permettent de ge´ne´rer les se´quences de chargement responsables des
plus grandes avance´es de fissure. Les figures 5.3 et 5.4 illustrent l’e´volution des matrices de
7La me´thode de ponde´ration avec le niveau pre´ce´dent est ici choisie pour actualiser les parame`tres des
matrices de transition Qˆt des chaˆınes de Markov. α = 0.6 permet de converger en 3 niveaux de Nsim
simulations pour les analyses n˚ 1, 3 et 4 et en 4 niveaux pour l’analyse n˚ 2. Les seuils γˆt correspondent
aux probabilite´s ρ = 0.1 faciles a` e´valuer sous les densite´s pX(·, Qˆt).
8Un nombre aussi e´leve´ de simulations est rendu possible pour cet exemple car :
• la dure´e d’un calcul est infe´rieure a` une minute (se´quences de chargement ge´ne´re´es courtes, N = 500),
• les programmes informatiques ont e´te´ imple´mente´s de manie`re a` pouvoir traiter simultane´ment plu-
sieurs simulations sur un meˆme processeur, et
• les calculs ont e´te´ distribue´s sur une machine a` plusieurs processeurs pour re´duire les temps de calculs.
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transition pour les analyses n˚ 3 et 4 en trac¸ant les diffe´rences (Qˆt−P) a` chaque niveau t.
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Figure 5.3 – E´volution des matrices de transition (Qˆt − P), analyse n˚ 3 (Paris, N =
102000), Nsim = 5000.
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Figure 5.4 – E´volution des matrices de transition (Qˆt − P), analyse n˚ 4 (PREFFAS,
N = 52500), Nsim = 5000.
Les cycles e´tats des matrices de transition (Qˆt − P) sont range´s (ligne et colonne)
comme suit :
{(s2, s1); (s3, s1); (s3, s2); (s4, s1); (s4, s2); (s4, s3); (s5, s1); (s5, s2); (s5, s3); (s5, s4)}
ou` ∀i et j ∈ {1, 2, . . . , 5}, si, sj ∈ {0.039, 0.113, 0.248, 0.507, 0.840}.
Pour l’analyse n˚ 3 mene´e avec la loi de Paris, les probabilite´s de transition qui aug-
mentent le plus a` la de´faillance sont celles qui permettent de ge´ne´rer des cycles de grandes
amplitudes comme par exemple la probabilite´ de transition p(s5,s1)→(s5,s1). Pour chaque
distribution de probabilite´, c’est-a`-dire pour chaque ligne i, ∀i ∈ {1, 2, . . . K = 10}, les
probabilite´s les plus a` droite augmentent donc, et celles les plus a` gauche diminuent.
Pour l’analyse n˚ 4 mene´e avec PREFFAS, les probabilite´s de transition qui augmentent
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le plus a` la de´faillance sont celles qui permettent de passer d’un cycle e´tat quelconque
a` un cycle e´tat de maximum s5. Un tel cycle donne en effet la plus grande amplitude
Kmax −Kouv, ou` Kouv est le niveau d’ouverture du cycle.
Conclusion. Les crite`res de validation de la me´thode IS-CE : absence de biais par
rapport aux re´sultats de re´fe´rence et faible dispersion des estimations autour de la moyenne
a` faible nombre d’e´valuations de la fonction d’e´tat-limite sont respecte´s, et cela quels que
soit le degre´ de complexite´ du mode`le me´canique implique´ (loi de Paris ou PREFFAS)
et la longueur des chaˆınes de Markov ge´ne´re´es (500, 525 et 102000 cycles). Ces premiers
exemples de´montrent ainsi le potentiel et la robustesse de la me´thode IS-CE par rapport
aux simulations de MC pour des analyses de fiabilite´ de la propagation de fissure. Il est
important de souligner que les e´tats des chaˆınes de Markov ne donnent pas ici directement
l’issue (i.e. de´faillant ou non de´faillant) pour les analyses mene´es. Ce re´sultat est en effet
une fonction plus ou moins complexe (mode`le me´canique) de l’ensemble des e´tats de la
chaˆıne. Enfin, cette me´thode permet d’obtenir des informations fiabilistes supple´mentaires
par rapport a` la me´thode de MC telles que les matrices de transition des chaˆınes de Markov
a` chaque niveau des simulations.
5.5.4 Re´sultats des analyses avec les chaˆınes de Markov cache´es (HMM)
L’ade´quation de l’approche fiabiliste IS-CE, a` nombre de simulations re´duit, aux pro-
ble`mes de tole´rance aux dommages sous chargements ale´atoires mode´lise´s par chaˆınes de
Markov est ave´re´e pour les exemples acade´miques traite´s. Cette dernie`re section vise a`
explorer la pertinence de la me´thode IS-CE lorsque le chargement est non plus mode´lise´
par des chaˆınes de Markov mais par des chaˆınes de Markov cache´es. Il s’agit en particulier
de tester les de´veloppements de la partie 5.4.2. Nous montrons que, malgre´ des re´sultats
encourageants, des proble`mes de robustesse de l’algorithme ont e´te´ identifie´s et restent a`
lever dans le cadre de futurs travaux.
5.5.4.1 Analyses n˚ 2 et 3 - loi de Paris
Ces deux premiers exemples de propagation de fissure avec mode`le de Paris permettent
de traiter :
• le calcul d’une probabilite´ de l’ordre de 10−3 (les chargements sont compose´s de
N = 102000 cycles) et
• le calcul d’une probabilite´ faible (≈ 10−6) (les chargements sont compose´s de N =
197
5. Analyse de fiabilite´ de la tole´rance aux dommages
500 cycles).
Parame`tres de l’algorithme IS-CE. E´tant donne´ que le mode`le de Paris n’est pas
particulie`rement sensible aux valeurs extreˆmes mais plutoˆt a` l’amplitude des cycles, il
est choisi de tester si l’algorithme IS-CE de´cline´ pour les chaˆınes de Markov, voir para-
graphe 5.4.1, fonctionne lorsque des chaˆınes de Markov cache´es sont les entre´es de la loi de
Paris. Seuls les parame`tres de la matrice de transition Q sont actualise´s. Les parame`tres
v des densite´s de probabilite´s fm′n et fM ′n , y compris ceux de la distribution des valeurs
extreˆmes, sont quant a` eux fige´s a` leurs valeurs d’origine u.
La me´thode de ponde´ration de la nouvelle solution Qˆt par rapport aux niveaux pre´ce´-
dents est a` nouveau choisie, relation (5.47). Le couple de parame`tres ρ = 0.1 et α = 0.6 est
retenu car il conduit a` de bons re´sultats. Le coefficient α = 0.6 permet de suffisamment
prendre en compte la nouvelle solution par rapport au niveau pre´ce´dent. Il s’agit d’un bon
compromis pour obtenir des vitesses de convergence satisfaisantes a` nombre de simulations
par niveau Nsim limite´.
Re´sultats. Les re´sultats des calculs fiabilistes obtenus, d’une part avec les simulations
de Monte Carlo et d’autre part avec les simulations d’importance base´es sur l’entropie
croise´e, sont pre´sente´s dans le tableau 5.4 et sur les figures 5.5(a) et 5.5(b).
Tableau 5.4 – Re´sultats des calculs de fiabilite´ avec mode´lisation stochastique du charge-
ment par chaˆınes de Markov cache´es.
MC IS-CE
Analyse n˚ 2 Ntotal appels 10
8 1.4 · 104 3.5 · 104 7 · 104 1.4 · 105
Nsim / 2000 5000 10000 20000
7 niveaux 7 niveaux 7 niveaux 7 niveaux
Pf 1.14 · 10−6 9.16 · 10−7 1.27 · 10−6 1.14 · 10−6 1.13 · 10−6
cPf (%) 9.36 65.2 45.8 17.3 13.5
Analyse n˚ 3 Ntotal appels 10
5 4 · 103 8 · 103 2 · 104 /
Nsim / 1000 2000 5000 /
4 niveaux 4 niveaux 4 niveaux /
Pf 1.47 · 10−3 1.42 · 10−3 1.35 · 10−3 1.35 · 10−3 /
cPf (%) 8.24 30.4 14.2 6.48 /
La me´thode IS-CE, avec actualisation des parame`tres de la matrice de transition des
chaˆınes de Markov cache´es uniquement, fonctionne pour ces deux exemples de propagation
de fissure avec la loi de Paris. L’algorithme converge pour chaque calcul re´alise´ ce qui
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montre sa robustesse.
Les commentaires suivants peuvent eˆtre formule´s compte tenu des re´sultats obtenus :
• il n’y a pas de biais prononce´ entre les probabilite´s estime´es par la me´thode IS-CE
et les re´sultats de Monte Carlo conside´re´s comme re´fe´rences,
• a` coefficient de variation quasi-similaire, les gains en termes de simulations sont
toujours importants par rapport au nombre de simulations ne´cessaire a` l’obtention
des re´sultats de re´fe´rence,
• la me´thode IS-CE est particulie`rement performante dans le cas ou` de tre`s faibles pro-
babilite´s (10−6) doivent eˆtre e´value´es : elle ne´cessite environ 700 fois moins d’appels
au mode`le me´canique que les simulations de MC sur l’exemple traite´,
• elle satisfait ainsi aux crite`res d’absence de biais et de faible dispersion a` nombre
d’appels me´caniques restreint,
• le nombre de niveaux ne´cessaire a` la convergence de l’algorithme IS-CE avec actua-
lisation des parame`tres de la seule matrice de transition est cependant plus e´leve´,
respectivement de 7 et 4 niveaux pour les analyses n˚ 2 et 3, contre 4 et 3 dans les
exemples ou` les chargements sont simule´s avec les chaˆınes de Markov.
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(a) Analyse n˚ 2 (Paris, N = 500)
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Figure 5.5 – Probabilite´s de de´faillance Pf et intervalles de confiance a` 95% fonction du
nombre total d’appels a` la fonction d’e´tat-limite g, obtenus a` partir des me´thodes MC et
IS-CE.
La me´thode IS-CE, avec actualisation de la matrice de transition uniquement, reste
ainsi efficace pour ce type de proble`me meˆme si les gains en termes de simulations par
rapport aux re´sultats de Monte Carlo sont moindres que dans les deux meˆmes exemples
avec chargements simule´s par chaˆınes de Markov. Il est rappele´ que l’algorithme de´veloppe´
a` la section 5.4.2.4 pour les chaˆınes de Markov cache´ n’est pas applique´ ici.
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5.5.4.2 Analyse n˚ 4 - mode`le PREFFAS
Choix de l’agorithme IS-CE et de ses parame`tres. L’algorithme des tirages d’im-
portance associe´s a` l’entropie-croise´e IS-CE avec actualisation de la matrice de transition
uniquement (algorithme du paragraphe 5.4.1) ne converge pas pour cet exemple impli-
quant le mode`le PREFFAS, sensible aux valeurs extreˆmes. En effet, les seuils γˆt croissent
et de´croissent successivement sans parvenir a` devenir ne´gatifs. Il est ainsi choisi de tester
si les de´veloppements apporte´s a` la me´thode IS-CE pour une utilisation avec les chaˆınes de
Markov cache´es, voir 5.4.2, apportent une solution a` cet exemple. Ceux-ci ont e´te´ propose´s
afin d’actualiser simultane´ment la matrice de transition Qˆt et les parame`tres des valeurs
extreˆmes vˆt, a` chaque niveau de simulations t.
Concre`tement, l’algorithme du paragraphe 5.4.2.4 est applique´ a` ce proble`me de pro-
pagation de fissure avec mode`le PREFFAS et pour lequel les se´quences de chargement
d’amplitude variable sont ge´ne´re´es par des chaˆınes de Markov cache´es. Les parame`tres
sont les suivants :
• la probabilite´ ρ permettant de de´terminer les seuils γˆt est fixe´e a` 0.1 pour chaque
niveau de simulation t,
• le nombre de simulations par niveau Nsim est successivement e´gal a` 1000, 2000 puis
5000 dans les analyses mene´es,
• la me´thode de lissage des probabilite´s, relation (5.61) avec coefficient α = 0.6, est
utilise´e pour de´terminer les nouvelles probabilite´s de transition Qˆt et ainsi e´viter les
proble`mes d’estimation de Pf ,
• la me´thode de lissage, relations (5.66) et (5.67), est e´galement retenue pour corriger
les solutions ξˆ′t et βˆ
′
t du proble`me de maximisation sous contraintes (5.57). On choisit
de faire varier la valeur du parame`tre α1 entre 0.2 et 0.8 pour tester son influence
sur les estimations de Pf .
Re´sultats. Malgre´ la convergence nume´rique de l’algorithme IS-CE, les estimations de
la probabilite´ de de´faillance Pf sont tre`s disperse´es, ce qui indique un manque e´vident
de robustesse de l’algorithme propose´ pour cet exemple. Seules les estimations de Pf les
plus proches des re´sultats de Monte Carlo sont reporte´es sur la figure 5.6 en fonction
du coefficient de lissage α1 et du nombre de simulations par niveau Nsim. Les re´sultats
indiquent que peu de calculs convergent vers la solution de re´fe´rence du proble`me parmi
les nr = 30 calculs d’une meˆme configuration (α1, Nsim).
Les difficulte´s rencontre´es peuvent avoir plusieurs origines d’apre`s les re´fe´rences [Rid05,
CK11] :
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• le proble`me traite´ lui meˆme [Rid05] : le mode`le PREFFAS est extreˆmement
sensible aux valeurs extreˆmes et donc aux parame`tres ξ et β de la distribution de
Pareto ge´ne´ralise´e. Cette forte sensibilite´ aux valeurs extreˆmes du processus de pro-
pagation avec mode`le PREFFAS a de´ja` e´te´ mise en e´vidence au paragraphe 4.2.5.2
du chapitre 4. Dans le cas de se´quences courtes re´pe´te´es un grand nombre de fois
(F = 100 pour cet exemple), le plus grand maximum de la se´quence Pmax ge´ne`re
l’effet de retard principal, donc un ralentissement de l’avance´e, mais contribue e´gale-
ment plus que les autres maximums a` l’avance´e de fissure. Ces effets contradictoires
peuvent perturber la me´thode IS-CE.
• le choix de la famille des densite´s [CK11] : la famille des densite´s de pro-
babilite´ candidates peut s’ave´rer trop restreinte. Dans ce cas, la solution optimale
pXS
(
·, Qˆ∗, vˆ∗
)
de l’algorithme multi-niveaux reste trop e´loigne´e de la densite´ d’im-
portance optimale q∗XS . Le parame`tre ξ de la loi de Pareto ge´ne´ralise´e est ici borne´
entre −0.5 et 0 afin que la nouvelle solution DPG appartienne au meˆme domaine
d’attraction que la distribution DPG d’origine.
• la de´ge´ne´rescence du rapport de vraisemblance en grande dimension
[CK11] : les parame`tres vˆt = {ξˆt, βˆt} estime´s a` partir de l’algorithme multi-niveaux
peuvent ne pas eˆtre optimaux (suboptimal problem en anglais) et sont donc des mau-
vais estimateurs de la solution pXS
(
·, Qˆ∗, vˆ∗
)
. C’est le cas des proble`mes de grandes
dimensions et lorsque le proble`me de maximisation ne se re´sout pas analytiquement,
ce qui est aussi le cas ici. C’est la de´ge´ne´rescence du rapport de vraisemblance qui
est alors a` l’origine du proble`me selon la [CK11].
• On biaise la matrice de transition et les parame`tres de la loi de Pareto ge´ne´ralise´e
sur l’ensemble de la se´quence. Rien ne permet de dire que la solution optimale cor-
respond a` un tel cas de figure. On pourrait avoir une e´volution de ces parame`tres le
long de la se´quence.
• La re´solution nume´rique (et non analytique) du proble`me de maximisation sous
contraintes (ou du syste`me d’e´quations sous-jacent) constitue une difficulte´ supple´-
mentaire. On pourrait e´tudier plus en de´tails le processus d’optimisation et ve´rifier
que la solution trouve´e correspond bien au maximum global et non pas a` une solution
locale.
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Figure 5.6 – Confrontation des re´sultats juge´s pertinents de la me´thode IS-CE aux re´sultats
de Monte Carlo, en fonction du coefficient de lissage α1 et du nombre de simulations par
niveau Nsim.
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Lorsque le calcul avec les simulations d’importance IS-CE donne une estimation de
la probabilite´ de de´faillance Pf juge´e correcte (i.e. suffisamment proche du re´sultat de
re´fe´rence obtenu par MC), il est possible de savoir quelles sont les matrices de transition et
les densite´s de Pareto ge´ne´ralise´es qui permettent de ge´ne´rer les se´quences de chargement
les plus se´ve`res et qui conduisent donc a` la de´faillance. Une illustration est donne´e ci-
apre`s. La probabilite´ estime´e9 vaut 1.21 · 10−3 et le nombre de simulations par niveau est
de Nsim = 5000. L’algorithme converge en 4 niveaux. Les matrices Qˆt−P sont pre´sente´es
a` chaque niveau t sur la figure 5.7 et les densite´s de Pareto ge´ne´ralise´es correspondantes
sont graphiquement reporte´es sur la figure 5.8.
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Figure 5.7 – E´volution des matrices (Qˆt − P), analyse n˚ 4 (PREFFAS, N = 52500),
Nsim = 5000.
On constate que c’est la distribution des valeurs extreˆmes qui subit le plus de change-
ments dans une premie`re phase. La queue de la loi DPG devient de moins en moins lourde
(niveaux n˚ 1 a` 3). Il y a donc moins de charges e´leve´es, ralentissant le plus l’avance´e de
fissure par le biais du mode`le PREFFAS, qui sont simule´es. Ainsi les avance´es de fissure
sont plus grandes et il y a plus de re´alisations de´faillantes. Les termes de la matrice de
transition e´voluent tre`s peu pour les niveaux n˚ 1 et 2. Au niveau n˚ 3, des changements
9La probabilite´ de re´fe´rence estime´e par les simulations de MC est de 1.15 · 10−3.
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sont simultane´ment observe´s sur la matrice de transition et sur la densite´ de Pareto. Enfin,
au dernier niveau, la densite´ de Pareto n’e´volue quasiment plus, ce sont les termes de la
matrice de transition qui changent le plus.
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Figure 5.8 – Evolution des distributions de Pareto ge´ne´ralise´es, analyse n˚ 4 (PREFFAS,
N = 52500), Nsim = 5000.
Conclusion. Pour conclure, ces re´sultats sont donc a` la fois de´cevants car cet exemple
de´montre que l’algorithme propose´ manque de robustesse, mais cependant encourageants
car, quand il parvient ne´anmoins a` trouver une solution acceptable, les gains en nombre
d’appels sont significatifs. De plus, l’algorithme fournit les matrices de transition ainsi
que les allures des distributions des valeurs extreˆmes a` la de´faillance, contrairement a` la
me´thode MC. Des efforts supple´mentaires doivent donc eˆtre fournis pour identifier la source
exacte du manque de robustesse et proposer un algorithme qui fournit une estimation de
Pf suffisamment proche de celle recherche´e. Les raisons avance´es ici sont uniquement des
hypothe`ses qui doivent eˆtre analyse´es en profondeur.
5.6 Conclusions et perspectives
La premie`re partie de ce dernier chapitre de the`se a tout d’abord permis d’introduire les
notions essentielles a` la formulation du proble`me de fiabilite´ en tole´rance aux dommages et
d’e´tablir le cadre d’application de l’approche fiabiliste base´e sur les mode`les stochastiques
du chargement de fatigue construits au chapitre 3. Le choix d’une mode´lisation par chaˆınes
de Markov et chaˆınes de Markov cache´es a conduit a` de´velopper une me´thode de re´solution
spe´cifique afin de re´duire les couˆts de calcul par rapport a` l’approche traditionnelle des si-
mulations de Monte Carlo. Cette me´thode, diffe´rant des approches classiquement utilise´es
dans la communaute´ du calcul fiabiliste en me´canique, est base´e sur les tirages d’impor-
tance associe´s a` l’entropie-croise´e (me´thode IS-CE). Une version de cette me´thode a e´te´
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de´cline´e dans la litte´rature aux chaˆınes de Markov utilise´es pour mode´liser des re´seaux de
te´le´communications [Rid05]. Des de´veloppements de cette approche ont ici e´te´ propose´s
afin d’aborder les calculs de fiabilite´ faisant intervenir des chaˆınes de Markov cache´es. La
me´thode IS-CE rend ainsi envisageable le calcul des probabilite´s de de´faillance lors d’a-
nalyses de fiabilite´ en tole´rance aux dommages dans un contexte de mode`les base´s sur les
chaˆınes de Markov ou chaˆınes de Markov cache´es. Elle fournit e´galement des informations
fiabilistes inte´ressantes et comple´mentaires a` la probabilite´ de de´faillance calcule´e, tels que
les parame`tres des mode`les stochastiques responsables des simulations les plus se´ve`res.
L’applicabilite´ de la me´thode IS-CE aux proble`mes de fiabilite´ d’inte´reˆt a e´te´ investi-
gue´e dans la deuxie`me partie du chapitre. Il est ici important de rappeler que contrairement
aux re´seaux de te´le´communications, les chaˆınes de Markov et les chaˆınes de Markov ca-
che´es ne constituent pas la re´ponse directe de la fonction d’e´tat-limite (de´faillant / non
de´faillant) mais les entre´es d’un mode`le de propagation de fissure plus ou moins sophis-
tique´. Re´soudre un tel proble`me de fiabilite´ constitue ainsi un re´el enjeu scientifique. Les
principales conclusions des tests re´alise´s sont les suivantes :
• Des re´sultats tre`s concluants ont e´te´ obtenus sur les exemples de propagation fia-
biliste de fissure mettant en œuvre les chaˆınes de Markov, quel que soit le mode`le
me´canique utilise´ (loi de Paris ou mode`le PREFFAS). Les gains en termes de nombre
d’appels au mode`le me´canique ne´cessaire a` l’e´valuation de probabilite´s de de´faillance
faibles sont conse´quents par rapport a` la me´thode de Monte Carlo pour une pre´cision
donne´e des estimations. Ils de´montrent ainsi le potentiel de la me´thode IS-CE.
• L’algorithme IS-CE applique´ aux chargements de fatigue mode´lise´s par chaˆınes de
Markov cache´es, entre´es du mode`le de propagation de fissure PREFFAS, ne conduit
quant a` lui pas syste´matiquement a` de bons re´sultats. Les tests mene´s me´ritent
donc d’eˆtre approfondis afin de ve´rifier, entre autres, s’il ne s’agit pas d’un proble`me
de´pendant du mode`le me´canique mis en œuvre (PREFFAS ici). La re´ussite de la
me´thode IS-CE semble en effet parfois de´pendre du proble`me traite´ d’apre`s la re´fe´-
rence [Rid05]. Il s’agit aussi de ve´rifier si le proble`me de de´ge´ne´rescence du rapport
de vraisemblance dans l’algorithme multi-niveaux e´voque´ par J.C.C. Chan et D.P.
Kroese [CK11] n’est pas a` l’origine du manque de robustesse de la me´thode IS-CE.
D’une manie`re plus globale, des actions a` diffe´rents niveaux sont a` pre´voir pour a-
me´liorer l’applicabilite´ de la me´thode IS-CE aux proble`mes de fiabilite´ en tole´rance aux
dommages sous chargements ale´atoires mode´lise´s par chaˆınes de Markov cache´es. Celles-ci
concernent :
• une e´tude plus de´taille´e des me´thodes de re´solution du proble`me de maximisation,
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• l’actualisation des parame`tres de toutes les distributions et pas seulement celles des
valeurs extreˆmes,
• le choix d’un autre mode`le me´canique pour calculer l’avance´e de fissure, par exemple
la nouvelle version de PREFFAS (PREFFAS-m) de´veloppe´e au chapitre 1.
• la mise en œuvre de la solution propose´e par J.C.C. Chan et D.P. Kroese [CK11] pour
e´viter le proble`me de “sous-optimalite´” dans le cas de grandes dimensions. L’ide´e est
de s’affranchir du rapport de vraisemblance dans le proble`me de maximisation de
la me´thode IS-CE en e´chantillonnant suivant la densite´ d’importance optimale q∗XS
approche´e (me´thode Markov Chain Monte Carlo ou me´thode de minimisation de la
variance de pXS(·, Qˆ, vˆ)).
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Conclusions
La pratique industrielle en ae´ronautique s’appuie actuellement sur des proce´dures
conventionnelles de dimensionnement en fatigue qui sont, de manie`re ge´ne´rale, base´es
sur l’utilisation de facteurs dits de “se´curite´” suppose´s couvrir l’ale´a inhe´rent aux phe´no-
me`nes de fatigue et de propagation de fissure. Le the`me de ce travail de recherche s’inscrit
dans une perspective globale d’introduction de la culture de l’incertain dans les me´tiers
de conception et de maintenance fiables des structures ae´ronautiques dimensionne´es en
tole´rance aux dommages. D’une manie`re ge´ne´rale, il s’agit de sensibiliser la communaute´
industrielle aux be´ne´fices potentiels qui peuvent eˆtre tire´s de l’application d’approches pro-
babilistes et fiabilistes en comple´ment des me´thodes de´terministes sous-tendant les actuels
re`glements.
La formulation du proble`me de fiabilite´ et l’e´valuation de la probabilite´ de de´faillance
en me´canique, que ce soit au cours du processus de conception ou de celui de maintenance,
constituent des enjeux majeurs et les challenges qu’ils suscitent ne´cessitent des compe´tences
pluridisciplinaires. La de´marche de fiabilite´ en me´canique s’appuie sur trois grandes e´tapes :
la mode´lisation stochastique la plus ade´quate possible des parame`tres d’entre´e du mode`le
me´canique (savoir-faire du statisticien et du probabiliste), le choix d’un mode`le me´canique
robuste et suffisamment pre´cis pour de´crire la re´alite´ physique des phe´nome`nes mis en jeu
(savoir-faire du me´canicien) et l’analyse du sce´nario de de´faillance (savoir-faire de l’expert
en fiabilite´). Le couplage entre le mode`le me´canique et les mode´lisations stochastiques des
entre´es constituent alors le proble`me de fiabilite´ a` re´soudre.
L’objectif de la the`se a consiste´ a` traiter le proble`me de tole´rance aux dommages
sous l’angle probabiliste. Les enjeux a` re´soudre sont nombreux avant une mise en œuvre
comple`te d’une approche fiabiliste de la tole´rance aux dommages. Sur la base de l’e´tat
de l’art existant, ces travaux ont permis des avance´es scientifiques sur les plans suivants :
le choix et l’ame´lioration d’un mode`le de propagation de fissure existant (PREFFAS), la
mode´lisation stochastique du chargement de fatigue a` partir d’enregistrements en vol sur
ae´ronefs militaires et la mise en place d’une strate´gie de re´solution du proble`me de fiabilite´
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adapte´e aux mode`les stochastiques propose´s pour le chargement en fatigue.
L’e´tude de la propagation de fissure sous chargement d’amplitude variable ne´cessite
l’utilisation de mode`les me´caniques approprie´s qui permettent de prendre en compte le
phe´nome`ne de fermeture de fissure ainsi que les phe´nome`nes de retard et d’acce´le´ration
de vitesse de fissuration associe´s. Les travaux de the`se se sont appuye´s sur le mode`le
PREFFAS qui repre´sente un compromis juge´ acceptable entre les mode`les a` cumul line´aire
et des mode`les plus sophistique´s pouvant traiter des chargements non-stationnaires. Le
mode`le PREFFAS tel qu’initialement propose´ par ses concepteurs a permis d’appre´cier la
pre´cision des mode`les stochastiques de chargement de´veloppe´s dans le cadre des travaux
de the`se sur la base d’une re´elle approche en tole´rance aux dommages. Les diffe´rentes
analyses probabilistes et de fiabilite´ re´alise´es dans le cadre de ces travaux ont e´galement e´te´
mene´es sur la base de ce mode`le me´canique. L’hypothe`se dite de stationnarite´ du mode`le
PREFFAS (pe´riodicite´ des se´quences de chargement applique´es) constitue cependant une
limite majeure de ce mode`le qui n’est pas cohe´rente avec la philosophie probabiliste dont
l’objectif est de faire intervenir des spectres de chargement compose´s de se´quences non
re´pe´titives. Pour cette raison, des e´volutions de ce mode`le ont e´te´ propose´es pour un
calcul cycle-a`-cycle de l’avance´e de fissure avec prise en compte de l’e´vanescence des effets
d’interaction aussi bien pour les effets de surcharge que pour les effets Rainflow. Ces
modifications permettent aussi d’aborder le cas de surcharge unique aussi bien que le cas de
surcharges multiples. Le comportement du mode`le de´veloppe´ a e´te´ e´value´ nume´riquement
et sa validation expe´rimentale fera l’objet de travaux dans un futur proche.
Il est impe´ratif de baser la mode´lisation stochastique du chargement de fatigue sur
des donne´es re´elles recueillies en service pour une approche probabiliste de la tole´rance
aux dommages pertinente et re´aliste. Ce type d’approche n’ayant pas e´te´ aborde´ dans la
litte´rature, il a e´te´ juge´ important de proposer une mode´lisation stochastique originale
pour le chargement en fatigue-propagation s’appuyant sur des enregistrements temporels
de contraintes issus de mesures en vol. Un e´tat de l’art dans des disciplines varie´es (fa-
tigue, propagation de fissure, vent, houle, offshore, e´conomie, etc) a tout d’abord permis de
re´fe´rencer les processus stochastiques candidats a` la mode´lisation des se´quences de char-
gement de fatigue. L’analyse des donne´es a` disposition (se´ries temporelles de contraintes)
a ensuite permis de de´gager une piste de travail re´pondant aux objectifs fixe´s.
Le choix s’est porte´ vers les processus de Markov a` temps discrets. Deux types de
processus ont e´te´ e´tudie´s, l’un base´ sur des chaˆınes de Markov du premier ordre a` espace
d’e´tats discret et l’autre base´ sur des chaˆınes de Markov cache´es a` espace d’e´tats continu.
Le type de construction retenu permet a` ces deux processus de mode´liser des se´quences de
chargements en fatigue, i.e. des alternances de contraintes maximum et minimum, ce qui
constitue entre autres une originalite´ des mode`les propose´s. Les parame`tres de ces pro-
cessus ont e´te´ identifie´s a` partir d’un ensemble de 27458 se´ries temporelles, correspondant
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chacune a` un vol d’un ae´ronef au sein de la flotte e´tudie´e. La pre´cision des mode`les propo-
se´s a e´te´ e´value´e par comparaison aux donne´es re´elles recueillies en vol. Cette comparaison
n’a pas porte´ directement sur les trajectoires ge´ne´re´es ale´atoirement a` l’aide de ces deux
processus, mais sur la re´ponse d’un mode`le me´canique (mode`le PREFFAS ou loi de Paris)
fonction de ces trajectoires. Ce choix a e´te´ fait de manie`re a` analyser plus finement les
e´carts entre les trajectoires ge´ne´re´es par les processus identifie´s et celles correspondant aux
donne´es dans le cadre de la tole´rance aux dommages, ces e´carts pouvant eˆtre amplifie´s par
le mode`le me´canique. Les re´sultats ont tout particulie`rement de´montre´ la pertinence de
la repre´sentation continue base´e sur les chaˆınes de Markov cache´es a` reproduire l’ale´a de
chargement mais aussi a` pre´dire de nouveaux chargements. Le potentiel de la me´thodologie
de´veloppe´e de´passe le cadre de l’utilisation qui en est faite dans ce me´moire. Elle pour-
rait par exemple eˆtre utilise´e lors d’e´tudes probabilistes mene´es en phase de propagation
de fissures courtes. Les mode`les stochastiques propose´s pourraient e´galement eˆtre utilise´s
dans d’autres domaines que celui des charges subies en vol par les structures ae´ronautiques
militaires et pour lesquelles les donne´es sont disponibles : les charges dues au vent et a`
la houle subies par des constructions, les charges ge´ne´re´es par la conduite ou l’e´tat de la
route sur des ve´hicules, etc.
Le couplage entre le mode`le de propagation de fissure et la mode´lisation stochastique
des se´quences de chargement de fatigue a ensuite permis de re´aliser un ensemble de simu-
lations de propagation de fissure d’un dommage en bord d’ale´sage d’un longeron principal
de l’avion de combat e´tudie´. Le travail a consiste´ a` analyser les points suivants :
• identification des parame`tres des se´quences de chargement impactant fortement
l’avance´e de fissure : fre´quence et intensite´ des valeurs extreˆmes, nombre de vols
cumule´s, longueur de la se´quence de chargement,
• poids respectifs de l’ale´a de chargement et de celui propre au mate´riau (ale´a sur la
loi de propagation).
Ces analyses parame´triques ont permis de conclure que l’ale´a de chargement influe nota-
blement sur la dispersion des re´sultats de propagation de fissure. Il paraˆıt donc le´gitime
et essentiel de prendre en compte les incertitudes sur le chargement de fatigue dans le
proble`me de fiabilite´.
La dernie`re partie des travaux de the`se a ainsi porte´ sur la formulation et la re´solution
du proble`me de fiabilite´ en tole´rance aux dommages a` partir des mode`les stochastiques
retenus pour le chargement de fatigue. Le choix d’une mode´lisation par chaˆınes de Markov
et chaˆınes de Markov cache´es a impose´ la mise au point d’une me´thode performante et
e´conome en termes de couˆt de calcul, permettant d’e´valuer la probabilite´ de de´faillance des
structures e´tudie´es. Ceci a constitue´ le troisie`me objectif de ces travaux. La me´thode de
Monte Carlo classique s’ave´rant trop couˆteuse en temps de calcul, une me´thode alternative
a e´te´ envisage´e : les tirages d’importance base´s sur l’entropie croise´e. Cette me´thode inno-
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vante pour la communaute´ de la me´canique probabiliste rend possible le calcul de fiabilite´
dans le contexte de mode`les base´s sur les chaˆınes de Markov. Des re´sultats encourageants
ont e´te´ obtenus sur des exemples acade´miques de propagation de fissure de´montrant ainsi
le potentiel de cette me´thode. Des travaux comple´mentaires sont ne´anmoins encore ne´ces-
saires pour re´soudre le proble`me de fiabilite´ base´ sur les mode`les de Markov cache´s et ce
de manie`re satisfaisante et robuste.
Perspectives
Les travaux de the`se pre´sente´s dans ce me´moire s’inscrivent dans le de´veloppement
d’une me´thodologie fiabiliste de la tole´rance aux dommages pour DGA/TA. Bien que
les de´veloppements re´alise´s aient permis d’apporter quelques e´le´ments de re´ponse a` diffe´-
rents niveaux de la de´marche ge´ne´rale, il est ne´cessaire de garder a` l’esprit que les ver-
rous scientifiques a` lever sont encore nombreux avant d’envisager son inte´gration dans un
contexte industriel. Par conse´quent ces travaux offrent de nombreuses perspectives. Celles-
ci concernent les e´le´ments aborde´s dans ce me´moire, les diffe´rentes e´tapes de la de´marche
fiabiliste d’une manie`re ge´ne´rale, ainsi que l’exploitation et l’inte´gration des re´sultats de
fiabilite´ dans les processus de conception et de maintenance.
A court et moyen termes. Les mode`les de Markov propose´s pour mode´liser l’ale´a des
se´quences de chargement d’amplitude variable sont adapte´s dans le cadre d’un suivi des
charges en service ou` les donne´es sont nombreuses. Il est important de souligner que les
mode`les markoviens exploite´s exigent des donne´es en nombre suffisant afin d’assurer une
estimation pre´cise de leurs parame`tres. Il est ainsi primordial de rappeler le roˆle essentiel
des campagnes de mesures sur ae´ronefs qui permettent de construire des repre´sentations
stochastiques les plus pertinentes possible. En l’absence d’enregistrements en vol, il serait
ne´anmoins inte´ressant de proposer une alternative a` la me´thodologie de´veloppe´e en se
basant sur les statistiques des parame`tres de vols issues du retour d’expe´rience et/ou
de jugements d’experts. Il serait e´galement inte´ressant d’avoir quelques e´le´ments sur les
limites des mode`les markoviens en termes d’applicabilite´. Une des perspectives consiste
donc en un travail de veille sur ces me´thodes afin de les adapter au mieux aux objectifs
vise´s et de de´finir un ensemble de recommandations pour une utilisation optimale de ces
me´thodes.
Une extension du mode`le PREFFAS (PREFFAS-m) a e´te´ propose´e pour rendre son
utilisation compatible avec des e´tudes probabilistes mettant en œuvre des spectres de
chargement comple`tement ale´atoires mais e´galement avec des applications particulie`res ou`
les surcharges seraient peu fre´quentes. Les premie`res simulations nume´riques ont sugge´re´
une bonne pertinence des e´volutions propose´es. Cependant celles-ci doivent impe´rative-
ment eˆtre conforte´es par des essais avant de pouvoir utiliser le mode`le PREFFAS-m en
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tole´rance aux dommages.
Enfin, la re´solution du proble`me de fiabilite´ aborde´e dans le chapitre 5 ne´cessite d’eˆtre
approfondie. Il s’agit dans un premier temps de poursuivre la validation de la me´thode
d’entropie croise´e pour les proble`mes de fiabilite´ en tole´rance aux dommages base´s sur les
chaˆınes de Markov cache´es. Le dernier exemple traite´ a en effet mis en e´vidence les limites
de cette me´thode en grande dimension. Les causes exactes du manque de robustesse de
la me´thode n’ayant cependant pas encore e´te´ identifie´es, celles-ci doivent faire l’objet de
recherches supple´mentaires. Une perspective a` plus long terme pourrait e´galement concer-
ner l’imple´mentation d’outils permettant la re´solution du proble`me de fiabilite´ lorsque
celui-ci de´pend de manie`re complexe du temps. Ceci est le cas lorsque la tenue re´siduelle
est e´value´e aux charges re´elles et non aux charges limites. Dans ce cas, la fonction de
performance n’est plus de´croissante avec le temps et la probabilite´ cumule´e de de´faillance
ne se calcule plus comme la probabilite´ instantane´e. Des techniques adapte´es pourraient
ainsi eˆtre envisage´es pour re´pondre a` ce type de proble`me.
A plus long-terme. Au dela` des perspectives e´voque´es pre´ce´demment, les re´flexions
mene´es sur l’ensemble de la de´marche fiabiliste ont permis d’identifier les points critiques
suivants sur lesquels des efforts conse´quents doivent eˆtre fournis. En premier lieu, un travail
comple´mentaire significatif devrait permettre d’appre´hender la fiabilite´ d’une structure de
manie`re globale, c’est-a`-dire en prenant en compte l’ale´a de chargement et des parame`tres
mate´riau (loi de propagation) mais aussi l’ale´a sur d’autres parame`tres tels que les de´fauts
initiaux et les proprie´te´s mate´riau caracte´risant la phase de rupture (facteur d’intensite´
de contraintes critique, par exemple). Concernant l’ale´a sur les de´fauts initiaux, le mo-
de`le stochastique devrait a` la fois inte´grer l’ale´a propre aux dimensions de ceux-ci mais
e´galement la variabilite´ spatiale des fissures plus difficile a` appre´hender d’un point de
vue stochastique. Sous re´serve de donne´es disponibles en nombre suffisant, ceci imposerait
aussi d’aborder des points de´licats tels que le seuil de non-propagation des fissures longues
et les phases d’amorc¸age et de propagation de fissures courtes. Les faibles dimensions de
fissures sont en effet incompatibles avec les mode`les de propagation de fissures longues
pour lesquels un e´tat de l’art succinct a e´te´ pre´sente´ dans ce me´moire.
Malgre´ les nombreux efforts de´ploye´s pour pre´dire au mieux la fissuration sous char-
gement d’amplitude variable, les e´carts entre les pre´visions obtenues a` partir des mode`les
actuellement utilise´s, meˆmes les plus sophistique´s, et les mesures peuvent eˆtre importants
dans certains cas. Il serait ainsi inte´ressant de choisir le mode`le de pre´vision de la fissura-
tion en accord avec des essais expe´rimentaux pour l’application souhaite´e afin de limiter au
mieux l’erreur mesure/pre´vision. De manie`re ge´ne´rale, l’erreur statistique (e´piste´mique)
lie´e aux tailles d’e´chantillons conside´re´s (nombre de trajectoires, nombre d’essais de propa-
gation sous chargements d’amplitude constante, nombre d’essais de tenue re´siduelle, etc)
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pourrait e´galement eˆtre prise en compte dans la de´marche probabiliste/fiabiliste.
Enfin, il serait inte´ressant a` la fois pour l’ae´ronautique militaire et civile d’envisager
l’inte´gration de l’ensemble des me´thodes de´veloppe´es dans les processus de conception et
d’optimisation de la maintenance des structures sollicite´es en fatigue, sous contrainte de
fiabilite´. Une me´thodologie pourrait tout d’abord eˆtre de´finie pour analyser les marges
implicitement prises dans l’approche base´e sur l’utilisation de coefficients de se´curite´. Une
autre devrait ensuite permettre de de´gager les e´le´ments permettant de guider les choix en
phase de conception (sur la base de l’interpre´tation de sensibilite´s fiabilistes, par exemple).
Le travail consisterait enfin a` proposer une me´thodologie permettant de minimiser les
couˆts sur l’ensemble de la dure´e de vie de la structure, tout en garantissant un niveau de
suˆrete´ minimal. Elle pourrait entre autres s’appuyer sur l’approche Risk-Based Inspection
utilise´e notamment dans les domaines offshore et naval, inte´grant les types d’inspections,
leur qualite´, leur fre´quence, etc.
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Annexe A
Calibrage des parame`tres du
mode`le PREFFAS
Le mode`le PREFFAS, conjointement utilise´ avec la loi de Paris, n’implique la de´ter-
mination que de quatre parame`tres, a` savoir : l’exposant de la loi de Paris m, la constante
de fissuration CR et les coefficients de la relation d’Elber note´s a et b. Les auteurs du
mode`le ont souhaite´ proposer un mode`le a` caracte`re ge´ne´ral et industriellement utilisable,
c’est-a`-dire ne´cessitant peu d’essais pour le calibrer.
Les parame`tres (CR, m, a , b) sont obtenus par trois essais, qui peuvent eˆtre re´duits
au nombre de deux tel qu’explique´ ci-apre`s.
A.1 Coefficients de la loi de Paris
Les coefficients CR et m de la loi de Paris sont simplement donne´s par un essai a`
chargement d’amplitude constante a` rapport R = 0.1 en ge´ne´ral.
A.2 Parame`tres de la loi d’ouverture d’Elber
Les parame`tres a et b de la loi d’ouverture d’Elber, qui est retenue dans le mode`le
PREFFAS et dont l’expression est rappele´e ci-dessous (A.1), sont obtenus a` partir d’un
essai a` chargement d’amplitude constante, d’un essai a` chargement d’amplitude constante
avec surcharges re´gulie`rement espace´es et d’un essai a` chargement d’amplitude constante
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a` fort rapport de sollicitation R.
U(R) = aR+ b (A.1)
En ge´ne´ral, sur les alliages d’aluminium utilise´s en ae´ronautique, l’hypothe`se a+ b = 1
postule´e par les auteurs du mode`le PREFFAS permet d’e´viter l’essai a` fort rapport R, sans
trop de´grader la qualite´ du mode`le. De plus, comme l’ouverture U(R) doit eˆtre croissante
avec le rapport de charge R, la condition limite the´orique s’e´nonce :
R −→ 1⇒ U(R) −→ 1 (A.2)
afin de ve´rifier Kouv −→ Kmin lorsque R −→ 1.
De ce fait, il vient : a+ b = 1.
Le coefficient b de la loi d’ouverture peut ainsi eˆtre de´termine´ de la manie`re suivante. Il
s’agit de mettre en e´quation le retard produit par application d’une surcharge unique dans
une se´quence a` N cycles et de rapport R = 0.1, par rapport a` cette meˆme se´quence sans
surcharge. L’essai a` surcharges espace´es tous les n = 1000 cycles avec un taux de surcharge
a` τ = 1.7 permet de bonnes mesures expe´rimentales. Le taux de surcharge τ = 1.7 apparaˆıt
comme e´tant un bon compromis entre une surcharge a` taux e´leve´e (τ > 1.5) sans pour
autant bloquer la fissure (τ < 2).
Le retard TR engendre´ par la surcharge est de´fini par :
TR =
(da/dN)AC
(da/dN)AC+S
(A.3)
ou` (da/dN)AC correspond a` la vitesse de fissuration pour le chargement d’amplitude
constant et (da/dN)AC+S correspond a` la vitesse de fissuration pour le chargement d’am-
plitude constante avec surcharges applique´es tous les n = 1000 cycles.
D’apre`s les notations adopte´es sur la figure A.1, la relation (A.3) devient :
TR =
1000 (σmax1 − σouv1)m
1000 (σmax1 − σouv2)m + (σmax2 − σouv2)m (A.4)
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Figure A.1 – Essai a` amplitude constante R = 0.1 et essai avec surcharge τ = 1.7 tous les
n = 1000 cycles.
Comme σmax2 = 1.7σmax1, a+ b = 1, et R = 0.1, l’e´quation (A.4) s’e´crit :
TR =
1000 [0.9 ((1− b)R+ b)]m
1000
[
1.6
(
(1− b) R1.7 + b
)]m
+
[
1.6
(
(1− b) R1.7 + b
)− 0.7]m (A.5)
La mesure expe´rimentale de TR et les donne´es dem et R permettent ainsi de de´terminer
le parame`tre b et donc e´galement le parame`tre a = 1− b.
Les parame`tres a et b de´pendent du mate´riau mais aussi de l’e´paisseur de la structure
fissure´e. Le tableau A.1 ci-dessous extrait de [ADS88] donne l’e´volution des valeurs du
parame`tre a en fonction de l’e´paisseur pour des alliages d’aluminium.
Tableau A.1 – Valeurs de a en fonction de l’e´paisseur de la structure fissure´e pour divers
alliages d’aluminium.
Mate´riau Valeur de a (a+ b = 1)
1 mm ... 8 mm ... 15 mm
2024 T3 et T351 ≈ 0.45 ≈ 0.4 ≈ 0.35
7075/7010/7050 (T6... et T7...) ≈ 0.35 ≈ 0.25
Finalement deux essais simples a` mettre en œuvre sont ne´cessaires pour calibrer les
parame`tres du mode`le PREFFAS, ce qui repre´sente un avantage certain par rapport aux
mode`les concurrents. Pour plus de de´tails sur l’identification des parame`tres a et b, le
lecteur est invite´ a` se re´fe´rer aux travaux de the`se d’A. Davy [Dav85].
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Annexe B
Algorithme du mode`le
PREFFAS-m
Cette annexe fournit une pre´sentation de´taille´e des modifications apporte´es au mode`le
PREFFAS-m.
B.1 Notations
Avant de pre´senter les principales e´tapes de l’algorithme, il est important de de´finir les
notations employe´es pour la description des cycles.
Un cycle i est compose´ d’un minimum Kmin, i−1 et d’un maximum Kmax, i, voir fi-
gure B.1.
L’ouverture naturelle du cycle i, note´e Kouv. nat., i, est calcule´e en utilisant la relation
d’Elber applique´e aux niveaux Kmin, i−1 et Kmax, i :
Kouv. nat., i = Kmax, i − U(R) (Kmax, i −Kmin, i−1) (B.1)
ou` R = Kmin, i−1/Kmax, i.
Ce calcul d’ouverture ne fait pas intervenir les effets d’interaction. Il s’agit de l’ouver-
ture constante formule´e par Elber dans le cas de chargements d’amplitude constante.
L’ouverture du cycle i, Kouv, i, prend en compte les effets d’histoire du chargement et
est de´termine´e par les relations (1.13) et (1.14) comme dans le mode`le PREFFAS.
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Figure B.1 – Notations pour les cycles.
B.2 Organigramme du mode`le PREFFAS-m
L’organigramme du mode`le PREFFAS-m inte`gre l’effet d’e´vanescence des effets d’in-
teraction et l’effet a` surcharges variables respectivement pre´sente´s dans les sections 1.3.1.1
et 1.3.1.2. Il est donne´ sur la figure B.2.
Les changements majeurs par rapport a` l’ancien mode`le sont repre´sente´s par les boites
colore´es.
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Figure B.2 – Sche´ma des modifications apporte´es au mode`le PREFFAS-m.
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B.3 Principales modifications
B.3.1 Calcul de l’avance´e de fissure pour le premier cycle
L’avance´e due au premier cycle est calcule´e a` partir de l’ouverture naturelle du cycle
de la manie`re suivante :
δa1 = Ceff (Kmax, 1 −Kouv. nat., 1)m (B.2)
ou` Kouv. nat., 1 = Kmax, 1 − U(0)Kmax, 1 car le niveau de charge initial est ze´ro.
B.3.2 Initialisation
Les valeurs d’histoires KHmin, KHmax, KHouv et la variable KHre´duit, qui repre´sente
le seuil pour la surcharge unique, sont ensuite initialise´es par :


KHmax, 1 = Kmax, 1
KHmin, 1 = Kmin, 1
KHouv, 1 = Kmax, 1 − U (Kmin, 1/Kmax, 1) (Kmax, 1 −Kmin, 1)
KHre´duit = Kmax, 1
(B.3)
Les valeurs d’histoire se ge´ne`rent automatiquement avec les premiers cycles et s’actua-
lisent a` chaque cycle chaque fois que Kmax, i est supe´rieur a` une valeur d’histoire KHmax,
au seuil de surcharge KHre´duit ou lorsque l’ouverture Kouv calcule´e a` partir de Kmax, i et
Kmin, i est supe´rieure au plus grand des KHouv.
B.3.3 Points cle´s
Calcul de l’avance´e au cycle i
L’avance´e s’effectue comme dans le mode`le PREFFAS a` partir des e´quations (1.15)
et (1.18) lorsque Kmax, i est infe´rieur au dernier maximum de l’histoire et avec le calcul
Rainflow lorsque Kmax, i de´passe au moins un maximum de l’histoire mais reste infe´rieur
a` la plus grande valeur d’histoire KHmax, 1.
Lorsque Kmax, i de´passe la plus grande valeur d’histoire KHmax, 1, le Rainflow, note´
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Figure B.3 – Calcul de l’avance´e au cycle i.
Rainflow (1) sur la figure B.3, s’e´crit :
δai = Ceff{(Kmax, i −Kouv. nat., 1)m+
n∑
l=1
[(KHmax, l −KHouv, l)m − (KHmax, l −KHouv, l−1)m]}
(B.4)
Correction des valeurs d’histoire et actualisation de KHre´duit
• Pour prendre en compte le phe´nome`ne d’e´vanescence, les valeurs d’histoire KHmax
ainsi que le seuil de surcharge KHre´duit doivent eˆtre diminue´s. Cet abaissement est
fonction de l’avance´e de fissure et s’effectue a` l’aide de la relation (B.5).
KHmax, atte´nue´ =
(
KH2max − βδa
)1/2
(B.5)
ou` le coefficient β de´pend de l’e´tat de contraintes planes ou de de´formations planes.
Toutes les ouvertures d’histoire sont ensuite recalcule´es avec les nouvelles valeurs
d’histoire diminue´es KHmax, atte´nue´ et KHre´duit. Les minimums de l’histoire KHmin
ne sont pas modifie´s.
• Si un cas de surcharge se produit au cycle i, il y a lieu d’en tenir compte et d’effectuer
une re´duction de Kmax, i avec la relation (B.6). Cette nouvelle quantite´ est note´e
KHre´duit. Le calcul de l’ouverture due a` cette surcharge unique est effectue´e avec
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cette valeur de KHre´duit.
KHre´duit = KHre´duit, ante´rieur +
2
3
(Kmax, i −KHre´duit, ante´rieur) (B.6)
Il est raisonnable d’incre´menter la valeur de KHre´duit au cours du spectre car le
maximum Kmax, i a moins de chance d’eˆtre vu comme une surcharge unique au fil
du temps contrairement aux premie`res valeurs. Si la surcharge extreˆme intervient
rapidement au de´but du spectre et est re´pe´te´e suffisamment toˆt pour conside´rer
l’avance´e comme ne´gligeable, alors le mode`le PREFFAS-m converge vers le mode`le
PREFFAS.
Actualisation des valeurs d’histoire
Les meˆmes principes que ceux utilise´s dans le mode`le PREFFAS sont adopte´s excepte´
en cas de nouvelle surcharge. La suite des valeurs KHmax doit toujours eˆtre de´croissante,
celles des KHmin et KHouv croissantes.
Les trois nouveaux cas provoque´s par une surcharge unique (Kmax, i > Kre´duit) sont
les suivants :
• Le maximum du cycle courant Kmax, i exce`de la plus grande des valeurs d’histoire
KHmax, 1.
Toutes les valeurs d’histoires sont alors efface´es a` l’exception de KHre´duit qui vient
d’eˆtre incre´mente´. La premie`re valeur d’histoire est alors recre´e´e par Kmax, i et
Kmin, i. L’ouverture est calcule´e a` partir de KHre´duit et Kmin, i lorsque Kmin, i est
infe´rieur a` KHre´duit pour tenir compte de l’effet a` une seule surcharge. Dans le cas
ou` Kmin, i est supe´rieur a` KHre´duit, il y a lieu de calculer l’ouverture avec Kmax, i
(qui est enregistre´ en KHmax, 1) et Kmin, i.
Il est important de noter que KHre´duit est toujours plus petit que KHmax, 1. Cette
quantite´ est uniquement utilise´e pour le calcul de l’ouverture. Il ne serait pas consis-
tant de l’utiliser pour le calcul du Rainflow. C’est la valeur KHmax, 1 qui est utilise´e
dans ce cas la`.
• Il y a effet de sous-charge pour la premie`re valeur d’histoire KHmax, 1.
Toutes les valeurs d’histoire de rang supe´rieur a` 1 sont efface´es et KHmin, 1 prend la
valeurKmin, i. L’ouvertureKHouv, 1 est alors calcule´e comme dans le point pre´ce´dent
en conside´rant les deux possibilite´s.
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• La valeur Kmax, i exce`de KHre´duit mais reste infe´rieure a` KHmax, 1 et Kmin, i est
supe´rieur a` KHmin, 1.
Il faut tout d’abord re´actualiser le calcul de l’ouverture KHouv, 1 lorsque celle-ci est
calcule´e avec KHre´duit car il vient d’eˆtre augmente´. Ensuite l’actualisation s’effectue
comme dans PREFFAS : un nouveau triplet d’histoire peut eˆtre cre´e´ si l’ouver-
ture Kouv, i, calcule´e avec Kmax, i et Kmin, i est plus grande que la dernie`re valeur
d’histoire. Il faut enfin ve´rifier les conditions KHmax de´croissants, KHmin et KHouv
croissants.
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Annexe C
Groupes de trajectoires base´s sur
une analyse de classification
La se´lection des deux groupes “A” et “B” forme´s sur la base de jugements d’experts
s’appuie essentiellement sur un crite`re de masse des appareils en vol. Ce crite`re permet
a` priori de diffe´rencier les domaines de vol, c’est-a`-dire les plages d’acce´le´rations pouvant
eˆtre subies par l’avion et donc les niveaux contraintes qui peuvent en re´sulter.
Une analyse de classification base´e sur les niveaux de contraintes observe´s est ici re´alise´e
afin de confirmer la se´lection re´alise´e sur la base de jugements d’experts.
C.1 De´marche
Lors d’une analyse de classification de donne´es, c’est-a`-dire lors de la se´paration des
donne´es en groupes distincts ou flous, la de´marche adopte´e est la suivante :
1. Choix du nombre de classes k (clusters en anglais) : la plupart des algo-
rithmes de classification impose de de´finir le nombre de groupes a` priori.
2. Choix d’une distance/mesure entre les donne´es : c’est sur ce crite`re que les
donne´es les plus e´loigne´es sont se´pare´es.
3. Choix d’un algorithme de classification : suivant l’algorithme de se´paration des
donne´es, la classification est distincte ou floue.
4. Choix d’un crite`re de validation : il permet de ve´rifier a` la fois que le nombre de
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clusters se´lectionne´ est le plus approprie´ et que les groupes sont correctement forme´s.
Une pre´sentation des principales me´thodes de classification avec exemples est dispo-
nible en re´fe´rence [Ler04]. Une revue de´taille´e des me´thodes de classification utilise´es pour
les se´ries temporelles de donne´es est en particulier re´alise´e par T.W. Liao [Lia05].
C.2 Application
L’objectif de la de´marche de classification re´side ici dans la formation de groupes
homoge`nes de trajectoires a` partir d’un crite`re autre que le crite`re de masse des appareils,
pre´ce´demment utilise´ pour former les groupes. Concre`tement, on souhaite regrouper les 27
classes de vol repre´sentatives de l’activite´ de l’avion et de´finies par DGA/TA en un nombre
de groupes restreint, contenant par conse´quent plus de trajectoires, a` partir d’un crite`re a`
spe´cifier. Le crite`re de classification ici choisi porte sur les niveaux de contraintes observe´s
dans chacune des classes car ceux-ci sont directement lie´s au domaine de vol des ae´ronefs
(plages des acce´le´rations pouvant eˆtre subies) et donc au type de mission a` effectuer.
La proce´dure de´finissant les e´le´ments a` classifier est la suivante. Elle est illustre´e sur la
figure C.1 pour une classe de vols. Une e´chelle uniforme de n = 20 niveaux de contraintes,
allant de la contrainte minimale observe´e sur l’ensemble des 27458 trajectoires au maxi-
mum observe´ est tout d’abord de´finie. Les contraintes mesure´es au sein d’une meˆme classe
de vols sont ensuite re´parties entre ces n = 20 niveaux. Le nombre de valeurs de contraintes
appartenant a` un niveau donne´ est ensuite comptabilise´. Cette ope´ration est re´alise´e pour
les 20 niveaux. On obtient donc un vecteur de dimension 20 pour chacune des 27 classes.
Chacun des 27 vecteurs obtenus (un pour chaque classe) est ensuite norme´ par la somme
de ses composantes et constitue ainsi un vecteur “fre´quences des niveaux de contraintes
observe´es”. La classification des 27 classes de vols en groupes plus importants consiste
donc a` se´parer les 27 vecteurs “fre´quences des niveaux de contraintes” en utilisant un al-
gorithme de classification. Il est important de noter qu’une telle classification ne prend
pas en compte le se´quencement des charges mais seulement les niveaux de contraintes
enregistre´es.
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Figure C.1 – Proce´dure d’obtention du vecteur “fre´quences des niveaux de contraintes”
pour une classe de vols ou` 524870 valeurs de contraintes sont enregistre´es.
L’algorithme de classification k-means [Mac67] applique´ a` la distance euclidienne est ici
choisi pour former des groupes distincts. L’algorithme k-means est une me´thode ite´rative
qui, quel que soit le point de de´part, converge vers une solution. La solution obtenue n’est
cependant pas ne´cessairement la meˆme en fonction du point de de´part. Pour cette raison,
les calculs doivent eˆtre re´pe´te´s plusieurs fois (ici 100 fois) pour obtenir des formes de
clusters stables.
Le crite`re de validation, qui permet en particulier de de´terminer le nombre optimal de
clusters, correspond ici a` la maximisation de l’indice de Dunn [Dun73] et celui dit PBM
[PBM04]. L’indice de Dunn a e´te´ propose´ afin d’identifier des clusters compacts et bien
se´pare´s. Il s’agit ainsi du rapport entre la valeur minimale des distances entre les clusters
et la valeur maximale de la distance au sein d’un cluster. Il faut donc maximiser la distance
inter clusters et minimiser la distance intra clusters pour obtenir les meilleurs clusters.
L’indice PBM propose´ par M.K. Pakhira est, d’apre`s l’auteur, plus robuste que les autres
indices (Dunn, Xie-Beni,...) et en particulier pour un grand nombre de donne´es a` classifier.
C’est pour cette raison que ce crite`re a e´te´ choisi.
Finalement, les e´tapes de l’analyse de classification mene´e sont les suivantes :
1. Effectuer la classification des 27 vecteurs “fre´quences des niveaux contraintes” avec
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l’algorithme k-means (distance euclidienne) pour un nombre de clusters fixe´ k =
{2, . . . , 10}. Calculer et enregistrer les valeurs des indices de Dunn et PBM corres-
pondants.
2. Re´pe´ter Nk = 100 fois l’e´tape 1 pour obtenir l’intervalle de confiance des indices de
Dunn et PBM a` nombre de clusters k impose´. Le re´sultat est porte´ sur la figure C.2.
3. Se´lectionner le nombre de cluster kopt qui maximise les crite`res de Dunn et PBM sur
les Nk-e´chantillons obtenus.
4. Pour le nombre de clusters choisi kopt, trouver les centres des clusters qui maximisent
les crite`res de Dunn et PBM en re´pe´tant Nc = 100 fois l’algorithme k-means.
5. Re´pe´ter N = 100 fois l’e´tape 4 afin de former les clusters les plus stables. Les
groupes forme´s et les centres de ces groupes de´pendent en effet du point de de´part
de l’algorithme.
C.3 Re´sultats
Les e´tapes 1 et 2 conduisent aux re´sultats trace´s sur les figures C.2(a) et C.2(b).
D’apre`s ces analyses, le nombre de clusters optimal est 2 si l’on choisit la moyenne des Nk
simulations comme crite`re pour les deux indices ou 3 si l’on conside`re le fractile a` 95%
des Nk simulations pour l’indice PBM. Il est ici choisi de retenir kopt = 2 comme nombre
optimal de clusters (e´tape 3).
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Figure C.2 – Crite`res de validite´ de l’algorithme de classification.
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Les e´tapes 4 et 5 conduisent ensuite a` former les deux groupes stables ci-dessous, voir
figure C.3(b).
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Figure C.3 – Comparaison des groupes forme´s a` partir de l’expertise et ceux obtenus par
l’algorithme de classification.
Les deux groupes de classes de vol forme´s par l’analyse de classification sur le crite`re
“fre´quences des niveaux de contraintes” observe´es correspondent relativement bien aux
groupes “A” et “B” forme´s par les experts et confirment ainsi la se´lection propose´e. On
observe toutefois que deux classes de la configuration avec un re´servoir ou sans emports
annexes ainsi qu’une classe de la configuration lourde et une classe de la configuration tre`s
lourde sont classe´es diffe´remment avec cette analyse de classification base´e sur les niveaux
de contraintes.
Ce re´sultat aurait de´ja` pu eˆtre pre´dit d’apre`s la figure 2.10(a) des fractiles a` 99% des
contraintes mesure´es. En effet, pour les deux classes avec un re´servoir ou sans emports
annexes “mal regroupe´es” les fractiles observe´s a` 99% sont les plus faibles. A l’inverse, les
fractiles a` 99% des contraintes des deux cate´gories configurations lourde et tre`s lourde
diffe´remment classe´es sont relativement e´leve´s par rapports aux autres classes des meˆmes
configurations. Il est enfin important de noter que les deux classes de vol avec un re´servoir
ou sans emports annexes mal “classe´es” sont tre`s faiblement peuple´es (respectivement 2 et
11 vols) ce qui peut en partie biaiser l’analyse.
Pour conclure, les groupes “A” et “B” forme´s sur la base de l’expertise sont assez bien
confirme´s par l’analyse de classification.
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Annexe D
De´tails de l’infe´rence des mode`les
HMM
D.1 Infe´rence des distributions fcK , k ∈ {1, 2, . . . , Kc}
Une distribution de probabilite´ the´orique est infe´re´e pour chacune des classes ck, k ∈
{1, 2, . . . , Kc} et ce pour chaque mode`le HMM(A) et HMM(B).
L’allure des distributions empiriques des contraintes normalise´es et les de´coupages en
classes sont reporte´s sur la figure D.1 pour rappel.
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Figure D.1 – Distributions des contraintes normalise´es “max et min” des groupes “A” et
“B” discre´tise´es en ck-classes k ∈ { 1, 2, . . . , Kc } (les contraintes sont divise´es par la
contrainte maximale σm enregistre´es sur l’ensemble des donne´es).
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D.1.1 Distributions fcK pour HMM
(A) (Kc = 6) et HMM
(B) (Kc = 5)
Le tableau D.1 pre´sente les estimations des parame`tres des distributions gaussiennes
tronque´es et de Pareto ge´ne´ralise´e, identifie´es a` partir des donne´es suivant les me´thodes
de´crites a` la sous-section 3.3.2.
Tableau D.1 – Parame`tres des distributions fck pour les mode`les HMM
(A) (Kc = 6) et
HMM(B) (Kc = 5) , k ∈ {1, 2, . . . ,Kc}.
c1 c2 c3 c4 c5 c6
groupe “A” DGT : NT (a, b, µ, σ) DPG :
G(u, ξ, β)
distribution fck 0 a = 0 a = 0.070 a = 0.156 a = 0.254 uˆ = 0.676
b = 0.070 b = 0.156 b = 0.254 b = 0.676 ξˆ = −0.08
[−0.0806; −0.074]
µˆ = 0.055 µˆ = 0.111 µˆ = 0.182 µˆ = −2.630 βˆ = 3.9
[3.879; 3.921]
σˆ = 0.023 σˆ = 0.022 σˆ = 0.052 σˆ = 0.626
groupe “B” DGT : NT (a, b, µ, σ) DPG :
G(u, ξ, β)
distribution fck a = 0 a = 0.070 a = 0.156 a = 0.338 uˆ = 0.676
b = 0.070 b = 0.156 b = 0.338 b = 0.676 ξˆ = −0.20
[−0.0206; −0.0194]
µˆ = 2.166 µˆ = 0.110 µˆ = −0.010 µˆ = 0.088 βˆ = 14.7
[14.383; 15.017]
σˆ = 0.288 σˆ = 0.024 σˆ = 0.222 σˆ = 0.239
La qualite´ de l’ajustement des lois gaussiennes tronque´es (DGT) aux distributions
empiriques des classes ck, k ∈ {2, 3, 4, Kc − 1 = 5} pour le groupe “A” et k ∈
{1, 2, 3, Kc − 1 = 4} pour le groupe “B” est graphiquement ve´rifie´e sur les diagrammes
QQplot D.2 et D.3.
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Figure D.2 – QQplots pour les classes c2 − c5 du mode`le HMM(A).
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Figure D.3 – QQplots pour les classes c1 − c4 du mode`le HMM(B).
Il faut noter que la mode´lisation a` l’aide d’une loi gaussienne tronque´e constitue une
re´elle approximation de la densite´ empirique observe´e pour la classe c1 du groupe “B”, qui
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contient entre autre les ze´ros des troncatures. Il est cependant de´cide´ de conserver cette
mode´lisation qui est facile a` mettre en œuvre.
D.1.2 Distributions fcK pour HMM
(A) (Kc = 8) et HMM
(B) (Kc = 7)
Les lois gaussiennes tronque´es et les distributions de Pareto ge´ne´ralise´es sont ici aussi
utilise´es pour mode´liser les classes de contraintes “min et max”. Les parame`tres des lois
identifie´es pour ces deux mode`les sont reporte´s dans le tableau D.2.
Tableau D.2 – Parame`tres des distributions fck pour les mode`les HMM
(A) (Kc = 6) et
HMM(B) (Kc = 5) , k ∈ {1, 2, . . . ,Kc}.
c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8
groupe “A” DGT : NT (a, b, µ, σ) DPG :
G(u, ξ, β)
distribution fck 0 a = 0 a = 0.070 a = 0.156 a = 0.254 a = 0.395 a = 0.564 uˆ = 0.676
b = 0.070 b = 0.156 b = 0.254 b = 0.395 b = 0.564 b = 0.676 ξˆ = −0.08
µˆ = 0.055 µˆ = 0.111 µˆ = 0.182 µˆ = −4.902 µˆ = 0.311 µˆ = 0.480 βˆ = 3.9
σˆ = 0.023 σˆ = 0.022 σˆ = 0.052 σˆ = 0.773 σˆ = 0.147 σˆ = 0.116
groupe “B” DGT : NT (a, b, µ, σ) DPG :
G(u, ξ, β)
distribution fck 0 a = 0 a = 0.070 a = 0.156 a = 0.254 a = 0.451 uˆ = 0.676
b = 0.070 b = 0.156 b = 0.254 b = 0.451 b = 0.676 ξˆ = −0.20
µˆ = 0.113 µˆ = 0.110 µˆ = 0.0008 µˆ = −6.845 µˆ = 0.083 βˆ = 14.7
σˆ = 0.044 σˆ = 0.024 σˆ = 0.0517 σˆ = 1.132 σˆ = 0.241
La qualite´ des ajustements des lois gaussiennes tronque´es du tableau D.2 aux distri-
butions empiriques des classes ck est ici e´galement ve´rifie´e en utilisant l’outil QQplot. Les
re´sultats reporte´s sur les figures D.4 et D.5 montrent une bonne ade´quation des densite´s
infe´re´es aux distributions empiriques.
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Figure D.4 – QQplots pour les classes c2 − c7 du mode`le HMM(A).
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Figure D.5 – QQplots pour les classes c2 − c6 du mode`le HMM(B).
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D.2 Mode`le HMM(A)
′
Un mode`le supple´mentaire base´ sur les chaˆınes de Markov cache´es est propose´ pour
le groupe “A”. Le nombre et la re´partition des classes de contraintes sont les meˆmes que
ceux propose´s sur la figure D.1(a). Le processus cache´ du mode`le HMM(A)
′
est identique
au processus cache´ du mode`le HMM(A). Il s’agit du mode`le FMC(A) excepte´ que les cycles
e´tats (si, sj) sont remplace´s par les libelle´s des classes (ci, cj).
La diffe´rence avec le mode`le HMM(A) re´side dans la de´finition de la famille des distribu-
tions de probabilite´. Deux distributions sont ici associe´es a` chaque cycle e´tat ek = (ci, cj),
une pour le minimum cj et une pour le maximum ci, ce qui implique d’identifier un total
de 2K distributions contrairement au mode`le HMM(A) ou` Kc distributions doivent eˆtre
identifie´es.
Avant d’infe´rer les distributions pour chaque couple (ci, cj), il est souhaite´ ve´rifier que
le maximum du couple (ci, cj) n’est pas corre´le´ a` son minimum. Le coefficient line´aire
de Bravais-Pearson entre les maximums et les minimums observe´s pour chaque cycle e´tat
(ci, cj) est a` cet effet estime´. Les re´sultats sont reporte´s dans le tableau D.3.
Tableau D.3 – Coefficients de corre´lation de Bravais-Pearson rMn; mn entre les maximums
Mn et les minimums mn observe´s.
cycle e´tat rMn; mn cycle e´tat rMn; mn cycle e´tat rMn; mn
(c2, c1) /
1 (c4, c3) −0.323 (c6, c1) /
(c3, c1) / (c5, c1) / (c6, c2) 0.003
(c3, c2) −0.408 (c5, c2) −0.060 (c6, c3) 0.036
(c4, c1) / (c5, c3) 0.045 (c6, c4) 0.076
(c4, c2) 0.17 (c5, c4) 0.094 (c6, c5) 0.156
Une faible corre´lation est mesure´e entre les minimums et les maximums des cycles
observe´s. L’infe´rence des distributions des minimums et des maximums pour l’ensemble
des couples (ci, cj) est donc re´alise´e de manie`re inde´pendante. L’ensemble des 2K = 30
distributions du mode`le HMM(A)
′
est reporte´ dans les tableaux D.4, D.5 et D.6. Les types
des distribution choisis pour infe´rer les classes c1-c5 sont des lois gaussiennes tronque´es
(NT ) et des lois lognormales tronque´es (LNT ). Ces lois donnent globalement une bonne
satisfaction. Elles constituent ne´anmoins de fortes approximations dans certains cas lorsque
plusieurs modes sont pre´sents. Ceci est le cas des couples (c3, c2) et (c4, c3) par exemple.
Les classes de valeurs extreˆmes sont infe´re´es par des lois de Pareto ge´ne´ralise´e (G).
1la classe c1 ne contient que des ze´ros, aucune corre´lation n’est donc calcule´e.
246
D.2. Mode`le HMM(A)
′
Tableau D.4 – Distributions de probabilite´ pour les cycles (ci, cj).
couple (ci, cj) ci cj
(c2, c1) c2 c1
0 0.02 0.04 0.06 0.08
0
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
0.3
0.35
σ/σ
m
f σ
(σ)
−0.028 0 0.028
0
0.22
0.44
0.67
0.89
σ/σ
m
f σ
(σ)
449 cycles ∼ LNT (0.1283, 0.0312, 0, 0.0704) 0
(c3, c1) c3 c1
0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
0
0.05
0.1
0.15
0.2
σ/σ
m
f σ
(σ)
−0.028 0 0.028
0
0.22
0.44
0.67
0.89
σ/σ
m
f σ
(σ)
3134 cycles ∼ NT (3.0668, 0.4096, 0.0704, 0.1578) 0
(c3, c2) c3 c2
0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
0
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
σ/σ
m
f σ
(σ)
0 0.02 0.04 0.06 0.08
0
0.05
0.1
0.15
0.2
σ/σ
m
f σ
(σ)
40504 cycles ∼ NT (3.3102, 0.4456, 0.0704, 0.1578) ∼ NT (0.0747, 0.0427, 0, 0.0704)
(c4, c1) c4 c1
0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26
0
0.02
0.04
0.06
0.08
σ/σ
m
f σ
(σ)
−0.028 0 0.028
0
0.22
0.44
0.67
0.89
σ/σ
m
f σ
(σ)
13635 cycles ∼ NT (0.1864, 0.0536, 0.1578, 0.2536) 0
(c4, c2) c4 c2
0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26
0
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
σ/σ
m
f σ
(σ)
0 0.02 0.04 0.06 0.08
0
0.05
0.1
0.15
0.2
σ/σ
m
f σ
(σ)
522826 cycles ∼ NT (0.1925, 0.0343, 0.1578, 0.2536) ∼ NT (0.0506, 0.0196, 0, 0.0704)
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Tableau D.5 – Distributions de probabilite´ pour les cycles (ci, cj).
couple (ci, cj) ci cj
(c4, c3) c4 c3
0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26
0
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
0.12
σ/σ
m
f σ
(σ)
0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
0
0.05
0.1
0.15
0.2
σ/σ
m
f σ
(σ)
193121 cycles ∼ LNT (0.4974, 0.0661, 0.1578, 0.2536) ∼ NT (−0.7584, 0.2043, 0.0704, 0.1578)
(c5, c1) c5 c1
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
0
0.005
0.01
0.015
0.02
0.025
0.03
0.035
σ/σ
m
f σ
(σ)
−0.028 0 0.028
0
0.22
0.44
0.67
0.89
σ/σ
m
f σ
(σ)
14295 cycles ∼ NT (−10.1259, 1.5346, 0.2536, 0.6763) 0
(c5, c2) c5 c2
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
0
0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
σ/σ
m
f σ
(σ)
0 0.02 0.04 0.06 0.08
0
0.05
0.1
0.15
0.2
σ/σ
m
f σ
(σ)
211672 cycles ∼ NT (−6.2759, 0.8589, 0.2536, 0.6763) ∼ NT (0.0762, 0.0328, 0, 0.0704)
(c5, c3) c5 c3
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
0
0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
σ/σ
m
f σ
(σ)
0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
0
0.05
0.1
σ/σ
m
f σ
(σ)
209712 cycles ∼ NT (−1.4557, 0.4629, 0.2536, 0.6763) ∼ NT (−0.0498, 0.0912, 0.0704, 0.1578)
(c5, c4) c5 c4
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
0
0.005
0.01
0.015
0.02
0.025
0.03
σ/σ
m
f σ
(σ)
0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26
0
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
σ/σ
m
f σ
(σ)
38566 cycles ∼ NT (0.3745, 0.1120, 0.2536, 0.6763) ∼ NT (−6.4698, 1.0065, 0.1578, 0.2536)
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′
Tableau D.6 – Distributions de probabilite´ pour les cycles (ci, cj).
couple (ci, cj) ci cj
(c6, c1) c6 c1
0.7 0.75 0.8 0.85 0.9
0
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
σ/σ
m
f σ
(σ)
−0.028 0 0.028
0
0.22
0.44
0.67
0.89
σ/σ
m
f σ
(σ)
275 cycles ∼ G(−0.05, 4.04, 0.676) 0
(c6, c2) c6 c2
0.7 0.75 0.8 0.85 0.9
0
0.1
0.2
0.3
0.4
σ/σ
m
f σ
(σ)
0 0.02 0.04 0.06 0.08
0
0.05
0.1
0.15
0.2
σ/σ
m
f σ
(σ)
964 cycles ∼ G(−0.13, 3.84, 0.676) ∼ NT (0.0973, 0.0591, 0, 0.0704)
(c6, c3) c6 c3
0.7 0.75 0.8 0.85 0.9
0
0.1
0.2
0.3
0.4
σ/σ
m
f σ
(σ)
0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
0
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
0.12
σ/σ
m
f σ
(σ)
862 cycles ∼ G(−0.11, 3.85, 0.676) ∼ NT (−2.7444, 0.4410, 0.0704, 0.1578)
(c6, c4) c6 c4
0.7 0.75 0.8 0.85 0.9
0
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
σ/σ
m
f σ
(σ)
0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26
0
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
σ/σ
m
f σ
(σ)
303 cycles ∼ G(−0.08, 4.42, 0.676) ∼ NT (−13.5511, 2.1511, 0.1578, 0.2536)
(c6, c5) c6 c5
0.7 0.75 0.8 0.85 0.9
0
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
σ/σ
m
f σ
(σ)
0.3 0.4 0.5 0.6
0
0.005
0.01
0.015
0.02
0.025
0.03
σ/σ
m
f σ
(σ)
97 cycles ∼ G(−0.016, 4.98, 0.676) ∼ NT (0.6483, 0.1921, 0.2536, 0.6763)
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Annexe E
De´tails de la me´thode IS-CE
applique´e aux mode`les FMC et
HMM
La me´thode d’entropie croise´e (IS-CE), initialement de´veloppe´e par R.Y. Rubistein
[Rub97] pour e´valuer des probabilite´s lie´es a` des e´ve´nements rares, a e´te´ applique´e avec
succe`s dans les re´seaux de te´le´communication ou` la de´faillance du syste`me technologique
e´tudie´ est mode´lise´e par une chaˆıne de Markov du premier ordre a` temps discret et a`
espace d’e´tats discret (mode`le FMC).
La section 5.4.1 pre´sente le principe de la me´thode IS-CE lorsque le mode`le stochastique
du proble`me de fiabilite´ est une chaˆıne de Markov (FMC) en s’appuyant sur les re´fe´rences
[dBKMR05, Rid05]. La section 5.4.2 introduit le principe de re´solution de la me´thode
IS-CE lorsque le mode`le stochastique du proble`me de fiabilite´ est cette fois-ci une chaˆıne
de Markov cache´e (HMM), ce qui est, selon les travaux re´pertorie´s dans la litte´rature,
un proble`me nouveau. Cette annexe a pour objectif de fournir les de´tails de re´solution
du proble`me de maximisation de la me´thode IS-CE pre´sente´ au paragraphe 5.4.1.2 pour
les chaˆınes de Markov FMC et au paragraphe 5.4.2.3 pour les chaˆınes de Markov cache´es
HMM.
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E.1 Proble`me de maximisation - cas FMC
On rappelle que la densite´ de probabilite´ 1 d’origine de la chaˆıne de Markov X de
longueur N (entre´e du proble`me de fiabilite´) s’e´crit sous la forme suivante :
pX (x, N, P) =
K∏
i, j=1
pi,j
ni,j(x, N) (E.1)
ou` ni,j(x, N) est le nombre de transitions du cycle e´tat ei au cycle e´tat ej de la re´alisation
x ∈ EN .
L’ide´e de la me´thode IS-CE est de de´terminer la matrice Q∗ telle que la densite´ de
probabilite´ pX (·, Q∗) soit la plus proche possible de la densite´ optimale des tirages d’im-
portance q∗X, impossible a` trouver en pratique.
Le proble`me a` re´soudre est le suivant : trouver les parame`tres q∗i,j de la matrice de
transition Q∗, solutions du proble`me de maximisation sous contraintes suivant :
max
Q
D(Q) = max
Q
EpX(·, R)
[
1Df (X)W (X, N, P, R) ln pX (X, N, Q)
]
sous :


0 ≤ qi,j ≤ 1
∑K
j=1 qi,j = 1
(E.2)
ou` P, Q et R sont respectivement e´quivalents a` u, v et w dans la formulation (5.21) et
Df = DfN = {x ∈ EN : g
(2)
N = g
(2)(x) ≤ 0} avec x = (x1, x2, . . . , xN ) ∀x ∈ EN (N
fixe´).
Le rapport de vraisemblance W (x, N, P, R) s’e´crit :
W (x, N, P, R) =
pX (x, N, P)
pX (x, N, R)
=
K∏
i,j=1
(
pi,j
ri,j
)ni,j(x, N)
(E.3)
En introduisant les multiplicateurs de Lagrange λi, ∀i ∈ {1, 2, . . . , K}, avec card(E) =
1Usage abusif.
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K, le proble`me d’optimisation (E.2) devient :
max
Q
min
λ1, λ2, ..., λK

EpX(·, R) [1Df (X)W (X, N, P, R) ln pX (X, N, Q)]+
K∑
i=1
λi

 K∑
j=1
qi,j − 1




(E.4)
En remplac¸ant pX (X, Q) par son expression, la relation (E.4) devient :
max
Q
min
λ1, λ2, ..., λK

EpX(·, R)

1Df (X)W (X, N, P, R)
K∑
i,j=1
ni,j(X, N) ln qi,j

+ K∑
i=1
λi

 K∑
j=1
qi,j − 1




(E.5)
En de´rivant le terme a` minimiser par rapport aux parame`tres qi,j , on obtient, ∀i ∈
{1, 2, . . . , K} :
EpX(·, R)
[
1Df (X)W (X, N, P, R)ni,j(X, N)
]
q∗i,j
+ λi = 0 (E.6)
On a ainsi :
−λiq∗i,j = EpX(·, R)
[
1Df (X)W (X, N, P, R)ni,j(X, N)
]
(E.7)
En sommant par rapport a` j, on obtient, ∀i ∈ {1, 2, . . . , K} :
−λi
K∑
j=1
q∗i,j = EpX(·, R)

1Df (X)W (X, N, P, R)
K∑
j=1
ni,j(X, N)

 (E.8)
Et comme
∑K
j=1 q
∗
i,j = 1, on a :
−λi = EpX(·, R)
[
1Df (X)W (X, N, P, R)ni(X, N)
]
(E.9)
ou` ni(X, N) =
∑K
j=1 ni,j(X, N) est le nombre de transitions partant de l’e´tat ei.
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En injectant l’expression trouve´e pour λi dans la relation (E.7), on trouve :
q∗i,j =
EpX(·, R)
[
1Df (X)W (X, N, P, R)ni,j(X, N)
]
EpX(·, R)
[
1Df (X)W (X, N, P, R)ni(X, N)
] (E.10)
Les parame`tres q∗i,j de la relation (E.10) de´finissent comple`tement la matrice Q
∗, so-
lution du proble`me de maximisation (E.2).
E.2 Proble`me de maximisation - cas HMM
La densite´ de probabilite´ conjointe de la chaˆıne de Markov cache´e (Sn, Xn)1≤n≤N
conside´re´e s’e´crit :
pXS(x, s, N, P, u) =
(
N∏
n=1
fM ′n (Mn, u) fm′n (mn, u)
) K∏
i, j=1
pi,j
ni,j(s, N)

 (E.11)
Le principe de la me´thode IS-CE consiste ici a` trouver les parame`tres Q∗ et v∗ tels que
la densite´ pXS (·, Q∗, v∗) appartenant a` la famille des densite´s de probabilite´ de la densite´
d’origine pXS (·, P, u) soit la plus proche possible de la densite´ d’importance optimale q∗XS
des tirages d’importance (IS).
De manie`re analogue aux chaˆınes de Markov, le proble`me de maximisation sous contraintes
s’e´crit ici :
max
Q, v
D(Q, v) = max
Q, v
EpXS(·, R, w)
[
1Df (X)W (X, S, N, P, R, u, w) ln pXS (X, S, N, Q, v)
]
sous :


0 ≤ qi,j ≤ 1
∑K
j=1 qi,j = 1
−0.5 < ξ < 0
β > 0
(E.12)
ou` v = {ξ, β}.
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On impose −0.5 < ξ < 0 afin que la densite´ de Pareto ge´ne´ralise´e de la densite´ d’im-
portance appartienne au domaine d’attraction de Weibull, comme la distribution initiale
f(·, u) identifie´e a` partir des donne´es re´elles de chargement.
Le rapport de vraisemblance W (x, s, N, P, R, u, w) s’e´crit :
W (x, s, N, P, R, u, w) =

 K∏
i,j=1
(
pi,j
ri,j
)ni,j(s, N)( N∏
n=1
fM ′n (Mn, u) fm′n (mn, u)
fM ′n (Mn, w) fm′n (mn, w)
)
(E.13)
En introduisant les multiplicateurs de Lagrange λi, ∀i ∈ {1, 2, . . . , K}, le proble`me
d’optimisation (5.57) devient :
max
Q, v
min
λ1, λ2, ..., λK
[
EpXS(·, R, w)
[
1Df (X)W (X, S, N, P, R, u, w) ln pXS (X, S, N, Q, v)
]
+
K∑
i=1
λi

 K∑
j=1
qi,j − 1




(E.14)
En remplac¸ant la densite´ pXS(X, S, N, Q, v) par son expression, on a :
max
Q, v
min
λ1, λ2, ..., λK
[
EpXS(·, R, w)
[
1Df (X)W (X, S, N, P, R, u, w)×
×

 K∑
i, j=1
ni,j(S, N) ln qi,j +
N∑
n=1
(
ln fM ′n (Mn, v) + ln fm′n (mn, v)
)

+
+
K∑
i=1
λi

 K∑
j=1
qi,j − 1




(E.15)
La matrice Q∗ et le vecteur de parame`tre v∗ = {ξ∗, β∗} sont obtenus en annulant le
syste`me sous-jacent aux de´rive´es partielles du terme a` minimiser par rapport aux coeffi-
cients qi,j , ξ et β.
En de´rivant tout d’abord le terme entre crochets de l’e´quation (E.15) par rapport aux
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parame`tres qi,j , on obtient, ∀i ∈ {1, 2, . . . , K} :
EpXS(·, R)
[
1Df (X)W (X, S, N, P, R, u, w)ni,j(S, N)
]
q∗i,j
+ λi = 0 (E.16)
Cette e´quation est de´couple´e des parame`tres v = {ξ, β}, ce qui permet sa re´solution.
L’expression des coefficients de Lagrange λi, ∀i ∈ {1, 2, . . . , K} sont tout d’abord
de´termine´s en sommant l’e´quation E.16 suivant l’indice j, ce qui permet ensuite d’en
de´duire les parame`tres q∗i,j solutions. ∀i et j ∈ {1, 2, . . . , K} on obtient :
q∗i,j =
EpXS(·, R, w)
[
1Df (X)W (X, S, N, P, R, u, w)ni,j(S, N)
]
EpXS(·, R, w)
[
1Df (X)W (X, S, N, P, R, u, w)ni(S, N)
] (E.17)
En de´rivant maintenant le terme entre crochets de l’e´quation (E.15) par rapport aux
parame`tres v = {ξ, β}, on obtient le syste`me suivant a` re´soudre, a` deux e´quations et deux
inconnues :


EpXS(·, R, w)
[
1Df (X)W (X, S, N, P, R, u, w)
∂
∂ξ (ln pXS (X, S, N, Q, ξ, β))
]
= 0
EpXS(·, R, w)
[
1Df (X)W (X, S, N, P, R, u, w)
∂
∂β (ln pXS (X, S, N, Q, ξ, β))
]
= 0
(E.18)
Soit, de manie`re plus explicite, il s’agit de re´soudre :


EpXS(·, R, w)
[
1Df (X)W (X, S, N, P, R, u, w)
∑N
n=1
∂
∂ξ ln fM ′n (Mn, ξ, β)
]
= 0
EpXS(·, R, w)
[
1Df (X)W (X, S, N, P, R, u, w)
∑N
n=1
∂
∂β ln fM ′n (Mn, ξ, β)
]
= 0
(E.19)
car la famille des densite´s de probabilite´ des minimums fm′n ne contient pas la densite´ de
Pareto ge´ne´ralise´e.
Ce syste`me d’e´quations ne fait pas intervenir les parame`tres qi,j de la matrice de
transition Q. Les parame`tres ξ∗ et β∗ de la densite´ d’importance pXS (·, Q∗, v∗), ou`
v∗ = {ξ∗, β∗}, sont obtenus par re´solution de ce syste`me.
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